" 
自从 我 的 < 有 限 群 引 论 > 第 一 次 出 版 后 的 二 十 五 年 来 ， 群 论 才 
学 日 益 普及 ,教学 内 容 也 交 得 更 加 丰富， 现在 , 群 论 是 每 一 个 数学 


mh 


系 学 生 的 必修 课 ， 这 门 课程 的 基本 概念 成 为 教育 学 院 教师 进修 的 


内 容 之 一 ,而 且 ， 在 近代 学 校 才 学 计划 中 ，, 群 论 是 通常 设立 的 一 站 
课程 。 由 于 人 们 对 群 论 热烈 和 普遍 的 兴趣 ， 那 个 教 本 显得 过 时 是 
不 足 为 奇 的 。 它 的 这 一 缺点 不 易于 用 修订 本 来 改正 , 

这 本 < 群 论 引 论 >» 有 了 凑 新 的 开端 ;引进 了 最 新 的 术语 和 记号 ， 
不 着 重 讨论 有 限 群 ( 象 书 名 所 指出 的 那样 ); 增 添 了 一 些 新 论题 的 
简单 内 容 , 比 如 中 心 群 列 和 署 零 群 ， 尽 管 有 这 些 政变 ,我 仍 尽 力 你 
留 了 旧书 的 初等 的 特点 ， 前 几 章 应 该 能 为 有 钻研 精神 的 中 学 六 年 
级 学 生 所 接受 ,全书 打 算 包 括 对 优等 生 开设 的 群 论 课程 的 大 部 从 
内 容 ， 依 先前 一 样 ， 当 我 相信 另 一 条 路 径 更 富 于 启发 性 和 更 有 孝 
益 时 ， 我 不 总 是 挑选 最 短 的 途径 去 达到 某 一 特殊 的 目标 ， 在 书 未 
列举 了 一 些 内 容 更 高 深 和 更 充实 的 教材 ,我 希望 ,读者 为 了 更 深入 
地 学 习 群 论 会 去 参考 这 些 书 . 

这 些 年 来 ， 我 收 到 过 许多 对 于 前 一 本 书 的 建议 和 批评 。 所 有 
这 些 意 见 都 是 有 益 的 ， 而 且 只 要 可 能 ,本 书 都 采纳 了 。 不 过 ,我 特 
别 感谢 J]，A. 格林 教授 ,他 很 细心 地 看 了 我 的 手稿 ,提出 了 非常 宝 
贵 的 意见 ， 这 些 意见 反映 了 他 在 这 领域 中 突出 的 专长 和 丰富 的 经 
$, 

最 后 ,我 十 分 感谢 出 版 者 ,感谢 他 们 的 好 意 和 协作 . 
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第 一 章 群 的 概念 


$8 t. 引言， 算术 的 基本 运算 在 于 按照 某 些 确定 的 规则 结合 两 个 
狐 4 与 0， 以 便 得 出 一 个 唯一 的 数 ec。 例 如 ， 假如 合成 规则 是 乘 
LA NLH c—ab, "ats bf Ec 总 是 能 够 得 出 的 ， 

我 们 知道 ,两 个 或 更 多 的 数 相 乘 服 从 某 些 形式 法 则 ,这 些 法 则 
Xi BUR DRERI H ,而 不 论 它 们 的 数值 怎样 ,比如 


ab —ba (ZAR) (1.1) 
(ab)c- a(be) ($& & 1) (1.2) 
12a-a1-a, (1.3) 


最 后 一 个 等 式 引 入 了 一 个 特殊 的 数 ， 称 为 单位 元 素 ， 第 二 个 
法 则 更 明确 地 说 是 这 样 的 :假如 我 们 令 apg=s 及 be—t, 那么 sec:-: 
at 就 总 是 正确 的 . 

在 算术 的 公理 方法 中 , 习惯 于 一 开始 就 规定 公设 或 公理 ,例如 
(1.1), 1.2) 和 (41.3)， 以 及 另外 某 些 关于 加 法 和 乘法 的 公设 或 公 
BR, 然后 推演 出 这 些 公 设 的 逻辑 推论 ， 在 开始 时 ， 不 管 这 些 记 号 
a,0,.… 代 表 我 们 通常 所 理解 的 数 , 或 者 代表 另外 一 些 数学 实体 ， 
或 者 实际 上 它们 是 否 容 许 作 任何 具体 的 解释 ， 都 是 没有 关系 的 . 
诈 多 公理 系统 逻辑 上 都 是 可 能 的 ， 但 是 它们 不 是 同样 的 有 趣 或 同 
样 的 有 意义 。 正 是 由 于 公理 系统 在 纯粹 数学 或 应 用 数学 中 应 用 的 
三 度 和 深度 的 不 同 ， 使 得 我 们 选择 某 一 个 公理 系统 而 不 选择 另 一 
^r. 

82. HIAB, 和 群 的 抽象 理论 论述 有 限 或 无 限 的 元 素 集 
DT:0DC | 

关于 它 魂 定 了 一 个 单一 的 合成 规则 ,通常 (虽然 不 总 是 ) 约定 采用 

乘法 的 记号 和 术语 来 表示 元 素 的 合成 。 因 而 我 们 假定 对 于 G 的 任 


Im i 


2 第 一 章 群 的 概念 


意 两 个 相等 或 不 相等 的 元 素 a,5, 具 有 一 个 瞧 一 的 乘积 6c, 号 作 
abc. 
按照 更 形式 的 说 法 , 即 元 于 的 每 一 有 序 对 (a,5) 与 一 个 唯一 的 元 素 
€ 相 联 系 。 有 序 对 这 个 术语 的 意义 是 , 当 a 记 5 时 ,对 (4,5) 与 对 (2， 
2a) 征 不 同 的 ， 两 个 元 素 的 乘积 仍然 是 群 的 一 个 元 素 ， 这 是 群 的 一 
小 本 质 特征 ， 或 者 用 更 专门 的 术语 来 说 ， 群 关于 乘法 是 封闭 的 . 
群 中 所 用 的 乘法 类 型 必须 服从 在 下 面 的 定义 中 陈述 的 某 些 公理 ， 
定义 1 对 于 一 个 集 @G 规 定 了 一 个 会 成 规则 (乘法 )， 假 如 下 
面 的 条 件 满足 ,那么 这 个 集 G 形 成 一 个 群 . 
L 封闭 性 对 G 中 每 一 有 序 对 GD， 都 结合 着 G 中 唯一 的 一 
个 元 素 5, 记 作 
- ab=c, 
€ 称 为 a 与 5 的 积 , 
II. 结合 律 假如 6,p,c 是 人 的 任意 三 个 元 素 ， 那 和 
(ab)c-— a(bc), 
因此 两 边 都 可 以 用 abe 表示 . : 
IH. Hunk ”集合 G 包 合 一 个 元 素 1, 称 为 单位 元 素 (或 恒 
等 元 素 东 中 性 元 素 ), 使 得 对 于 G 的 每 一 元 素 a,， 有 


ai=la=a, 
IV. WER 对 应 G 的 每 一 元 素 4,G 中 存在 一 个 元 素 a4- 1， 
使 得 
aa™'= ala =], 


可 以 看 出 ,除了 一 般 不 要 求 交换 律 对 群 适用 之 外 ,这 些 公设 与 
熟知 的 数 系 ,例如 有 理 数 系 中 乘法 服从 的 那些 规则 很 相似 . 

定义 2 假如 一 个 群 具有 附加 的 性 质 ， 即 对 于 它 的 任意 两 个 
元 素 a.b, 


ab-—ba, 
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那么 这 群 称 为 阿 见 尔 (或 交换 ) 群 . 

在 群 中 不 要 求 交 换 律 就 必须 区 别 ab 与 54， 我 们 分 别称 它们 
73H b MRAR) SMEREK), 当 交 换 律 在 群 中 不 是 处 
处 成 立时 ,它们 仍 可 以 适用 于 某 些 特殊 的 元 素 对 ， 

定义 3 JG a.b 称 为 交换 (或 可 交换 的 ), 假 如 

ab —ba, 

例如 ,1 与 每 一 元 素 交 换 ; 象 IV 中 所 要 求 的 那样 ,4 总 是 与 4: 
交换. 

我 们 现在 要 从 公理 中 引出 某 些 结论 ， 它 们 将 进一步 前 明 群 的 

() 结合 律 只 对 三 个 元 素 而 假设 ,但 是 将 会 看 到 ，2 个 因子 
( 按 一 定 次 序 给 出 ) 的 乘积 具有 唯一 的 意义 ， 因 而 只 要 这 些 因 子 保 
留 所 给 的 次 序 , 括 号 可 以 任意 写 进 或 省 略 。 因为 ,利用 公理 开 作 为 
上 归纳 法 的 基础 ,我 们 可 以 假设 少 于 % 个 因子 的 乘积 已 经 有 了 定义 ， 

0103… 07 一 (0102 **0,) (G,417 **a,) , Job 1« sr n, 
需要 证 明 

(a,*:**a,)(0,41***a,) —(a,**-a,)(0,44***a,), (1.4) 
这 意味 任意 两 个 不 同 的 括号 方式 导致 相同 的 结果 ，(1.4) 式 的 左 
边 可 以 写成 | 

[(a1**:a,) (8,447 **0,) (ar ** 84) = [5165 jos, 
此 处 圆 括号 内 的 乘积 分 别 用 bb: 与 53 表示 . (1.4) 式 右 边 第 二 
个 因子 由 于 归纳 假设 被 分 开 之 后 ,(1.4) 式 右边 可 以 表示 为 

(aia [(a,44:**a,) (Gr an) |= bi 5553]. 


HAH Bi 我们 得 到 
[ 5,55 ]bs — bil 55b; ] , 


这 就 证 明了 (1.4) 式 .因此 我 们 完全 可 以 省 略 括号 而 把 每 边 表 为 


+ YHA N. H. Abel(1802 一 29) 而 命名 ， 


hu 
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G;09***0.. 
特别 , 当 所 有 因子 都 相同 时 , 象 在 普通 代数 中 那样 ,我 们 就 写成 
aa =}, 
(aa)a=al(aa)=a’, 
汝 而 , 当 % 与 是 正 整 数 时 ,我 们 有 
a” q^ —g^anm—gmtnh * (1.5) 
及 
(a")'—a"*. (1.6) 
我 们 有 趣 地 看 到 ,熟知 的 指数 定律 (1.5) 和 (1.6) RAEM 
乘法 的 结合 律 . 
^i,:4a 与 9 不 交换 , 通 季 会友 现 
(ab)"2xa^b". 
但 是 , 当 4 与 5 交换 时 ， 
(ab)* —abab-*--ab-—a*?b" (1.7) 
K 
a”b"=b"a", 
因为 在 这 情况 下 我 们 可 以 任意 此 排列 因子 ， 
(i) 公理 HI 假定 存在 一 个 双边 单位 元 素 。 我们 现在 将 证 明 
— 只 能 有 一 个 这 样 的 元 素 。 因 为 假设 1 是 另 一 元 素 ， 具 有 与 1 相同 
的 性 质 ， 那 么 因为 1 作为 右 单 位 元 聚 作用 在 1 上 , 11 —3, 又 因为 
1 作为 左 单位 元 素 作 用 在 1 上 而 有 11 =r, BI 1-1. 
(iii) 公理 IV 中 所 假设 的 (双边 ) 逆 元 素 是 唯一 的 ,因为 假设 
401 一 1 那么 aaa, 可 以 用 两 种 方法 去 计算 ,如 
a aa,-—(a^a)a,—1a,-—a, 
及 
a !aqa,—a !|(aaj))—-a !1—a'!, 


Af Qa1= 二 Qa-!1， 类 似 地 ,方程 a53a—1 意味 a5— a7. 事实 上 ,我 们 
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c 


已 经 证 明 a 的 任 一 左 道 元 素 和 a ES TE—ÁR ETUR RESET a, 
方程 


4) XE RE 
z—a!b, y-ba' 
一 般 情况 中 xs 关 y, 我 们 必须 区 别 用 a 左 除 与 用 a 右 除 . 这些 解 
是 唯一 的 ,因为 假如 
94 一 G4Y1I 一 0 
那么 ;用 ac ERIH x— xi. 同样 ,如 二 
ya -— ya — b, 
d HEB y= y. 
换 名 话说 ,我 们 有 :在 每 一 个 群 中 ， 消 去 律 既 对 于 左 销 去 又 对 
TABAX. | 
1 一 1 二 13 一 :一 起， (1.8) 
此 处 是 任 一 正 整 数 ， 因 为 4 与 a 交换 ,我 们 从 (1.8) 和 (1.7) 
得 到 
1*—1-—(aa^7)*—a"*(a^!*)", 
由 于 逆 元 素 的 唯一 性 , (a7) 是 a^ B9XEZC3S X 18 29 2g 
(a*)"!—-(a!)y-a*, — (1.8) 
HER 4 6 
a9 — 1. (1.10) 
读者 不 难 确 信 , 当 mm 与 % 是 任何 正 整 数 , 负 整 数 或 老 有 时 ,法 则 
(1.5) 与 (1.6) 仍 然 是 有 效 的 。 特别, 我 们 看 到 同一 元 素 的 两 个 医 
永远 交换 ,其 至 指数 是 人 负 或 零 时 也 如 此 ,因此 
a*a! — a!a*, (1.115 
假如 a 与 ?是 任意 两 个 元 素 , 我 们 有 
(ab) (bia !)—abb lai =l, 
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从 而 ,由 于 逆 元 素 的 唯一 性 ， 


(ab)~i=6-ig-1, (1.12) 
更 一 般 地 ,有 
(ab*--st)^! (171871. e blat, (1.13) 
35 ,我 们 说 1 是 群 的 唯一 的 项 等 元 素 , 即 方程 
x?—34 (1.14) 
的 瞧 一 解 是 x —1. 


因为 对 (1.14) 左 乘 以 zx ,我 们 得 到 
yolg =x lr, 
Bli 
T=1. 
假如 G 包含 有 限 个 元 素 , 那么 元 素 的 个 数 称 为 G 的 阶 ; 否 则 G 称 
为 无 限 阶 的 群 。G 的 阶 , 不 论 有 限 或 无 限 ,都 用 
[G| 
虽然 对 于 群 的 元 素 的 合成 常 采用 乘法 这 一 术 语 , 但 是 有 时 为 
了 方便 ,也 采用 另外 的 记号 。 比 如 用 
aeb 
Xm a 与 2 的 合成 ， 
当 群 是 闲 风 尔 群 时 (本 书 中 只 在 这 种 情况 下 ) 经 常言 欢 用 加 法 
记号 .因此 对 于 a 与 5 的 合成 我 们 写成 
a+b(=b+a), 
结合 律 写 成 
(a+tb)+c=a+(b+ce), 
AR CP PEDUR M 0 表示 ,因此 
ac-t0—0-a-a, 
XÉJCXR E BEC — a). KA a 的 宕 ,现在 就 是 


acv-rat*-ta-ma, 
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此 处 左边 包含 % 个 相同 的 项 ， 要 注意 石 边 的 整数 ww 通常 不 是 群 
的 元 素 , 事 实 上 ,na 只 是 等 式 左边 的 缩写 . “指数 律 " 现 在 采取 如 
TEX: 
(n m)a--na t ma, 

n(ma)-(nm)a, 
RSLAS 

—(na)=(—n)a, 
因为 是 阿 贝尔 群 ,所 以 我 们 有 更 进一步 的 关系 

n(a-5)-na- nb, 
$ 3. 群 的 一 些 例 子 ， 群 在 大 多 数 数学 分 支 中 是 屡见不鲜 的 。 这 
里 我 们 搜集 了 见 个 群 的 例子 ,读者 可 能 在 别 的 地 方 遇见 过 它们 . 

(i) 所 有 正 有 理 数 集 对 于 乘法 形成 一 个 群 . 的 确 ,两 个 正 有 
悍 数 的 积 还 是 一 个 正 有 理 数 ,单位 元 素 是 有 理 数 1, 正 有理数 的 起 
元 素 也 是 正 有 理 数 .结合 律 作为 算术 中 的 一 个 法 则 已 为 人 们 所 知 
道 ， 这 是 一 个 无 限 阿 贝尔 和 群 ， 明 显 地 ,人 负 有 理 数 集 不 能 形成 群 ， 
正 整 数 集 也 不 能 形成 群 , 因 为 除 1 之 外 的 每 一 个 元 素 都 设 有 道 元 
素 . 

(ii) 所 有 整数 集 对 于 加 法 形成 一 个 阿 贝 下 群 ， 这 群 通 销 以 
表示 . | 
(ii) 围绕 一 固定 点 的 旋转 ,假如 一 个 三 维 的 刚体 相对 于 一 
固定 点 0 自由 转动 , 则 刚体 的 每 一 位 移 相 当 于 围绕 经 过 0 的 一 
条 线 ! 转动 一 角度 a。 这 样 的 位 移 将 用 (1,a) 表 示 , 或 者 更 简单 地 
用 一 个 单一 的 字母 a 二 (Ll,a) 来 表示 , 假如 5 是 另 一 个 相对 0 的 
位 移 , 乘 积 ab 规定 为 这 样 一 个 位 移 , 它 是 8 跟随 o 之 后 的 结果 
(按照 这 个 次 序 一 一 有 些 作者 喜欢 用 相反 的 规定 ,依照 那 种 规定 ， 
积 必须 从 右 向 左 念 )， 在 这 合成 规则 下 ,关于 0 的 所 有 位 移 的 集 形 
成 一 个 非 阿 贝尔 群 。 单 位 元 素 的 作用 可 以 表示 为 (1,0) ,此 处 1 是 
任意 的 , (la) 的 逆 元 素 是 (1, 一 a)， 根 据 转动 是 一 种 特殊 的 线性 
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变换 这 一 事实 可 得 出 结合 律 . 

我 们 通常 只 对 使 物体 与 自身 重合 的 那些 位 移 感 兴趣 ,位 移 的 
这 样 的 子 集 也 形成 一 个 群 , 它 称 为 物体 的 对 称 群 . 

下 看 的 突 例 说 明 交 换 律 不 总 是 能 满足 的 。 设 12 3 4 表示 一 
正方 形 薄 板 , 最 初 放 在 (x,y)- 平 面 内 ,如 图 1 所 示 ,z 轴 与 薄板 平 
面 成 直角 .我 们 假设 Ory: 是 一 个 右手 参考 系 , 它 固定 在 空间 中 ， 


BI 


假如 用 上 面 的 记号 , 则 有 


a=(0z, i ) b—(Ox,zx), 


从 最 后 的 两 个 图 可 以 看 出 ab 与 ba 造成 薄板 的 不 同位 置 . 
(iv) 矩阵 群 . 读者 要 熟悉 基本 的 和 气 阵 代数 ,特别 要 熟悉 矩阵 
乘法 。 群 的 一 些 最 重要 的 例子 是 由 矩阵 的 某 些 集 提供 的 。 
(a) 设 了 是 一 个 域 ,例如 实数 域 , 考 虚 所 有 韭 E 
nxniBBEE.,ERUJJCSS "AA F 中 任意 选择 这 个 集 在 矩 
隆 的 乘法 下 形成 一 个 群 ， 它 用 GL(n, 了 了) 来 表示 , 称 为 
F En 次 的 一 般 线 性 群 . 
(b) BR F Ln 阶 正 交 怎 阵 在 矩阵 3€ 法 下 形成 一 
个 群 ， 
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(c) 元 素 是 整数 的 非 奇异 nx n EERE R ATE 
封闭 的 ,但 是 这 样 的 矩阵 的 北 元 素 一 般 不 届 于 这 个 集 , 因 
为 这 个 着 元 素 的 形成 需要 用 行 列 式 去 除 ， 可 是 ,行列 式 
是 土 1 的 整数 矩阵 集 的 确 形 成 一 个 群 , 它 称 为 % 次 么 模 
H”, 
…(V) 剩余 类 : Wm 是 大 于 1 的 固定 整数 , 在 本 文中 mM 称 为 
模 。 假如 x 一 y 可 以 被 m 整除 ,那么 两 个 整数 x 与 y 就 称 为 关于 
模 om 同 余 ,或 者 称 为 模 m 同 余 ,这 用 符号 写成 


x-—y(modm), (1.15) 
这 相当 于 说 ， 存 在 一 个 整数 k 使 得 
X—wyc-km, (1.16) 


例如 ,3 三 18(mod 5),—2z 14(mod 8) ,12 三 0(mod 3). 
任何 一 个 整数 都 恰 与 集 
Z5,5,;0,;1,2,*-:*(m-—2),(m-—1) (1.17) 
中 的 某 一 个 整数 模 m 同 余 。 因 而 Z. 被 称 为 模 m 的 完全 剩余 
集 。 事 实 上 这 些 数 是 模 m 的 最 小 非 负 剩余 ， 


容易 检验 下 面 关 于 同 余 的 法 则 ， 
假如 zi 三 yi(modm) 及 7 三 Yy,(modm), 那 么 
rı t 4522 y,-F yo (modm) (1.18) 
及 
Xy,15,z Yyy (modm), (1.19) 


由 于 41.18) ,我 们 能 用 下 面 的 规定 赋予 0.17) -AmA E, 

这 个 规定 是 : 2+2 是 (1.17) 中 与 4+b 模 m 同 余 的 元 素 ， 换 句 
话说 ， 元 素 的 合成 是 普通 的 加 法 ， 假如 和 大 于 m, 就 将 元素 的 和 约 
化 到 模 m 的 最 小 非 负 剩 余 。 单位 元 39 是 零 ,a 的 逆 元 素 是 (m 一 


= 有 些 作者 只 对 行列 式 等 于 1 mgl mdi. 


10 第 一 章 和 群 的 概念 


rp 


a), Wifi Zm 是 一 个 群 ; 它 SR 为 模 m 剩余 类 的 加 法 群 。 例 如 , 当 
mM 二 0,1 十 2 二 3,3 十 4 二 2,2 十 3 二 0 等 等 . 

也 许 会 问 ,是 否 可 以 用 相似 的 方法 利用 (1.19) 在 剩余 集中 
引入 一 个 乘法 群 结构 。 但 是 不 久 就 会 明白 , 即 使 我 们 略 去 零 剩 
余 一 一 它 明显 地 不 能 是 阶 大 于 :的 乘法 群 的 元 素 一 一 我 们 也 将 要 
陷入 困境 ， 象 我 们 在 § 2 中 所 看 到 的 那样 ,消去 律 要 求 假如 ex= 
cy 则 z=y. 但 是 , 例如 , 我 们 有 22 三 4(mod 6), 而 11 志 2(mod 
6) ,所 以 消去 律 对 于 模 m 的 乘法 一 般 并 不 成 立 ， 尽 管 如 此 ,我 们 
将 看 到 , 同 余 式 中 的 消去 律 在 某 些 情况 下 是 A 许 的 。 为 了 分 析 这 
种 情况 ,我 们 需要 从 初等 数论 中 借用 一 些 结果 和 记号 ,a 与 5 的 最 
大 公约 数 用 (a,5) 表 示 ; 特别 , 当 (4,5)=1 BE, 我 们 说 4 与 5 互 
Xt. 如 果 a 能 整除 5, 我 们 写成 a13. 下 面 的 事实 只 引用 不 证 
Bj. 

(i) Bi m| kc Zi (m, k) —1,98 A mfe, 

(ii) 假如 (m,a) —1 X (m,b) 21,8 Z(m,ab) —1, 

(ii) Bie (m,a) —1. 95 ZEER u 5 v de fg au mo— 


现在 我 们 可 以 说 : 假如 (R,m)=1， 那 么 由 于 同 余 式 
kxzky(modm) (1.20) 


可 得 r—y(modm). 因为 (1.20) 相当 于 mik(x 一 y)， 从 而 由 
(i), m|(x—y). Bl zzzy(modm), Bib 假如 某 一 因子 与 RE 
*. CATANA. 

在 集 


l, a***, m | 
中 那些 与 m Tre fec OR Cn) Ck MO m Dm (9) 
=6, HAHA 6 SE n E << R (n,9)=1。 当 Pp 是 素 
数 时 ， 在 集 1, 2,:**, p 的 所 有 整数 中 ， 除 最 后 一 个 整数 外 ， 
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R5 p» 互 素 ， 因 此 
ó(p)—p—1. (1. 21) 


还 有 ， 当 m= p" 时 ， 此 处 7 是正 整数 ， 集 1,2,，……， ph HUS?» 
的 倍数 不 与 了 LR. HARA 9C pA. BH 


g =p p (1.22) 
通常 约定 | | 
$(1)—1. (1.23) 
一 般 地 ， 令 
B,4:44,,05,*** Agim) (1.24) 


Jam H3SSXMBIESIA SS. Pina; m)=1 及 0-a;xm. 
其 中 某 一 剩余 ， 比 如 说 oj， 等 于 1 . diGD. (1.24) 中 任意 两 个 
元 素 的 积 还 与 m 互 素 ， 当 这 积 大 干 m 时 ， 它 就 不 包括 在 (1.24) 
内 而 与 (1.24) 中 的 某 一 个 元 素 同 余 . 事实 上 任意 一 个 与 m 互 素 
的 整数 都 是 这 样 ， 因 此 我 们 可 以 写成 


Q;. a ,za,(modm), (1.25) 


HE Rn 中 用 乘法 这 样 来 定义 一 个 合成 法 则 ， 如 果 必 要 ， 就 将 胰 
积 约 化 到 模 m 的 最 小 正 剩 余 ， 例 如 
4x5=2(mod 9), 4x7=l(mod 9). 
假如 已 经 明白 我 们 只 在 模 m 算术 中 运算 ， 使 得 等 式 只 适用 于 模 
m, MARE 地 将 Rn 中 的 柔 渤 表达 如 下 是 合适 的 ， 
: Q,Q, =a. | (1.26) 


从 同 余 式 的 性 质 易于 推导 出 Ru 中 交换 律 和 结合 律 是 满足 的 ， 也 
很 清楚 1 (二 a1) 是 单位 元 素 ， 剩 下 需要 证 明 每 一 元 素 4ER。 具 
有 一 逆 元 素 。 既 然 (a,m) 二 1， 我 们 能 够 应 用 (ii) 推 出 下 面 形式 
的 等 式 的 存在 ， 

2U + mv=1, 2 (1.27) 
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这 相当 于 au=l(modm), [NHE u A Rm P a HERR. 因而 
在 所 指定 的 合成 规 其 下， 有 BR 形成 一 个 im irh RRE. 
84. RAR. 在 群 的 抽象 理论 中 是 不 提 元 素性 质 的 ， 假 如 所 有 
可 能 的 乘积 都 知道 或 者 能 够 用 指定 的 法 则 决定 ， 那 么 这 个 群 就 完 
全 给 定 了 .在 g 阶 的 有 限 群 中 共有 e? 个 这 样 的 乘积 ， 它 们 可 以 
方便 地 列 入 一 个 g x g HRERP, RUDE*CA.Cayley) B 4E 
出 的 那样 。 个 面 的 表 分 别 星 示 2，3 和 4 阶 的 群 ， 


(i) | 1|1 a (ii) E a b 
iil a 1 b 

aia ] a i 

b 1 A A. 

(iii) ] a b c (iv) | 1 a b c 
1 1 24 b c 1 1 «a b c 
aia 1 € b ala b c 1 

b | b c 1 4a b b c 1 a 

c c b à 1 C c 1 a b 


在 上 面 每 一 种 情况 中 ,乘积 x y 都 安置 在 用 x 标示 的 行 和 用 
v 标示 的 列 的 交点 上 ， 例 如 ,在 (十) 中 , 我 们 有 ac, ili d£ Gv) 
中 ,ac= d. 读者 会 看 到 这 些 群 都 是 阿 贝尔 群 ,这 一 点 由 下 面 的 事 
实 显示 出 来 ， ia ee At TA PAESI A RA ROR A RADEN. 
下 面 的 群 提 供 了 一 个 更 有 启发 性 的 例子 ， 


G :1,a,5,c,d,e (1.28) 


是 6 阶 群 ， 具 有 下 面 的 乘法 圾 


— a Me n 


* Phil Mag. vol, Vii(4), 1854. 
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ez RN 


(v) | 1 wp c€ d e 
1|1 a b € d e 
a a b 1 | € c d 
bilib 1 a | d e c (1.29) 
E c d e 1 a b 
did e c b 1 a 
e | e c d Qa b 1 


LARIE ISARA. HAERE, AA 
每 一 项 都 是 (1.28) 中 的 元 素 5 C DESCR B TEJH AR A TEHER , B 
方 表 中 第 一 行 和 第 一 列 由 (1.28) 中 的 元 素 按 原来 次 序 排列 而 威 ; 
对 于 每 一 元 素 存 在 一 个 逆 元 素 以 及 逆 元 素 的 值 都 是 明显 的 ， 因 为 
在 每 一 行 每 一 列 中 只 有 一 项 等 于 1 .只 是 验证 结合 律 有 些 困难 ， 
对 所 有 zy,y MRA x(yz)-—(xy)z 是 一 件 吃 力 的 工作 ,即使 对 
于 一 个 小 的 群 也 是 如 此 。 在 上 面 的 表 中 ， 结 合 律 的 确 成 立 ， 例 如 


(ac)d=ed =b, a(cd)- a*-b, 
但 是 它 的 普 所 有 效 最 好 用 间接 的 论证 来 证 实 ， 这 一 点 一 会 儿 就 


VL BH. À 
一 个 正方 形 的 表 ， 它 的 每 一 行 每 一 列 都 由 按 某 种 次 序 排列 的 
同样 的 元 素 组 成 ， 有 时 税 称 为 拉 ] 方 ， 因 面 有 限 群 的 乘法 表 总 是 
一 个 拉丁 方 ， 但 是 肥 过 来 就 不 一 定 圣 ， 因 为 结合 律 可 能 不 满足 ， 
例如 下 面 5 x 5 的 拉丁 方 


1 a b C d 

I 1 a b c d 
aa Í d b € 
bib c 1 d a 

C] € d a 1 b 
did b € aAa |] 


mone ee ce ap a . maie . toan! i Hiph HH 和 ae HE mH I rn ines = -: 


H PERAR 


不 能 解释 为 某 个 群 的 乘法 表 ， 因 Alab)e=de=a, i a(be)— 
4a4 一 C， 与 结合 律 了 矛盾 ， 
容易 验证 下 面 六 个 年 阵 的 集 


1] 0 —1 — i 0 1 
rely ads al la a. 
-0 1-4, 1 0 -, 一 1 —1-' 


0 1 rl 0 -——1 —1 
C-|, TELLE EMIL a 
| (1.30) 
对 于 和 矩阵 乘法 是 封闭 的 ， 例 如 
B—A?, A)j—0?- D?— E?- I, AD—C,AC- E,&58. We 
外 ， 我 们 会 发 现 整个 6 x 6 乘法 表 与 (1.29) 全 同 ， 只 要 用 工 代 
替 1 ， 用 大 写字 母 代 赫 小 写字 母 ， 因 此 ， 假 如 按照 (1.29)，zy 
一 z, 矿 中 对 应 的 矩阵 就 满足 关系 式 XY =Z. WWR, 个 中 任意 
一 个 乘法 关系 将 与 G 中 对 应 的 关系 配对 。 但 E RCR 
阵 乘法 是 结合 的 ， 即 对 于 D 中 任意 三 个 元 素 ， 有 (XY)2=X(Y 
2)， 因 而 我 们 证 明了 (zy)z 一 2(Yy2) 在 G 中 也 成 立 ， 因 此 我 们 也 
就 在 G 中 证 实 了 结合 律 。 上 面 这 种 情况 可 这 样 来 描述 ， 上 提供 
了 一 个 G 的 忠实 表示 .这 是 一 个 例子 , 说 明 抽 象 群 论 受到 了 更 具 
体 的 数学 知识 的 帮助 . 
我 们 可 以 说 G Ru D 具有 相同 的 结构 . 这 是 一 个 重要 概 们 的 
具体 说 明 ， 下 面 我 们 就 来 详细 地 曾 明 这 个 概 仿 。 议 
G:1,a,b,c,*** (1.31) 
及 
G' :3',a! Doc (1.32) 
是 两 个 (有 限 或 无 限 ) 群 ， 此 处 G 与 G/ 的 单位 元 素 分 别 用 18 1’ 
zR. Ba 的 元 喜与 G 的 元 素 之 间 在 在 一 个 一 一 对 应 
0:G «—»G', (1.33) 
让 是 说 对 于 G 中 每 一 元 素 s, 我 们 在 G 中 指定 一 个 唯一 的 象 


854. 3€ 法 X 15 


—z0, [AA G' 中 每 一 元 素 y 是 G 中 唯一 的 元 素 y 的 象 ， 因此 
y'- y0,. WE, G 的 元 素 和 G^ 的 元 素 以 这 样 方 式 配 对 ,使 得 
G 5G" 的 每 一 元 素 恰 在 一 对 中 出 现 ， 此 外 ,假设 这 个 对 应 具有 性 
M: xy=2z SHR vy =z; 或 者 ， 更 正式 地 写成 
(zy )0—(x0)(y0). (1.34) 
则 我 们 就 说 G 与 G' 是 同 构 的 (isomorphic， 即 “形状 相同 H A 
B). RISER 
GG", (1.35) 
G 的 元 素 之 间 的 任 一 关系 对 应 于 G 的 元 素 之 间 的 一 个 关系 ,相反 
地 , G 的 元 素 之 间 的 任 一 关系 对 应 于 G 的 元 素 之 间 的 一 个 关系 .， 
简单 地 在 元 聚 符号 上 添上 和 去 择 喜 号 , 束 可 以 从 一 个 群 变 到 用 一 
个 群 ， 这 两 个 群 只 在 记号 上 上 有 区 别 , 从 抽象 的 观 所 来 看 ,它们 必须 
被 看 成 是 等 同 的 ， 因 为 它们 具有 相同 的 乘法 表 。 用 更 专门 的 术语 
来 说 ， 在 所 有 的 群 所 形成 的 集中 ， 同 构 概 念 构 成 一 种 等 价 关 系 ， 
因为 通常 那些 条 件 明显 地 被 满足 ，(iD)G 宇 G ( 自 反 性 ),(ii) 假如 
GG, WA C SGIRE), Gikan GC 及 G'—G",352, 
CsG (可 递 性 )。 下面 我 们 再 举 几 个 例子 以 助 于 说 明 这 个 概念 . 
例 1 下 面 几 个 4 阶 群 是 同 构 的 ,每 一 个 群 的 合成 规则 在 括号 
内 说 明 : 


(1) 数 1,1, 一 1, 一 %， (通常 的 来 法 ) 
(2) 矩阵 

1 01r0 13r—1 031r0 一 1 
Lo ZI o llo _ | p DOERR) 
(3) 剩余 1, 2, 4, 3(mod 5 ), (3€ 5 69 RE) 


4 AE 48 — FREE UL PCR OLET 79 1, a, b, e, PARER 
成 为 前 面 的 表 (iv). 

例 2 下 面 的 4 人 阶 群 是 同 构 的 ， 

(4) 4E 


ri 01F1 01- 一 1 A 


-一 1 0 ^ NN 
Lo adto —idle adio -a 0808232 


假如 在 每 种 情况 中 元 素 用 1,a,b,e duos. Ge 法 表 与 前 面 的 
表 (iii) 相 同 , | 
赤 然 ， 如 采 两 个 有 限 套 是 同 构 的 ， 那 么 它们 必须 包含 相同 个 
AWIR. 但 是 有 反 过 来 跌 不 一 定 对 ， 例 如 ， 表 (iii) 与 表 Gv) 给 
出 的 群 不 是 同 构 的 ， 因 为 在 (ii 中 每 一 元 素 满 足 方程 =l, Æ 
4 (v) 中 如 不 是 这 样 ， 所 以 同 阶 的 群 可 以 有 不 同 的 结构 ， 
$ 5. 循环 群 ， 考 虑 不 同 符号 的 集 
C:1(—x9), x, xl, x’, Ws x", x7", 9, (1.36) 
对 于 这 个 集 用 下 面 的 规则 规定 乘法 
x'g =g" (r,s =0, £1, =2,.:), (1.37) 
在 这 合成 规则 下 , C 成 为 一 个 阿 贝尔 群 , 它 称 为 由 xz 生成 的 无 限 
循环 群 ， 这 个 群 与 获 数 加 法 群 同 构 , 即 与 下 面 的 集 同 构 ， 
| Z2:0,x1,-2,--*. 
在 2 中 ,7 与 8 的 合成 定义 为 r+s， 建立 同 构 的 对 应 9 由 
XO=r 
给 出 ， 可 是 ,因为 群 各 是 按 轴 法 合成 写 出 的 ,所 以 此 处 (1.34) 必 须 
HB BART 
(x'a)0-— x'Ü-r- x50. 
因此 ,所 有 无 限 循环 群 都 是 同 构 的 ， 
假设 符号 > 满足 方程 式 
Im 一 1 (1.38) 
此 处 轴 是 比 1 大 的 整数 ， 则 将 出 现 一 个 更 有 趣 的 情况 ， 在 这 情况 
中 ,不 同 符号 的 集 
人 (1.39) 
形成 一 个 名 阶 阿 内 尔 群 , 它 困 人 循 下 面 的 合成 规则 


4 
tr 
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r'xri—ax5(r,8—0,1,-**,m —1), 
此 处 >+s YAAR ERR m By AE fa. 这 个 群 称 为 由 
Y 生 成 的 饼 阶 循环 群 . "B n AS 
Zn:0,1,2,-..m—1 
同 构 ,Zn 曾经 在 8 3(v) 中 搬 述 过 。 因 而 , PUE m Bra v BE a 
构 的 .假如 我 们 将 (1.39) 中 的 ?用 复数 
| e —-exp(2 xi/m) 
代替 ,就 可 以 得 到 这 4 群 的 另 一 种 表示 。 TEX BORD e, M 
应 一 个 在 复数 平面 上 转动 2 n/m 的 旋转 。 如 生 这 个 运算 重复 了 
次 ,每 一 点 将 完成 一 个 完全 的 循环 ,这 央 说 明了 循环 群 这 名 词 的 由 
3X. 
SUE I x v 是 任意 一 个 群 的 元 素 » 3924. n] H5 LA PLPA RE TR Ut : 3X 
者 列举 在 (1.36) 中 的 2 的 所 有 次 寡 彼 此 都 不 相同 ， 或 者 存在 两 个 
XAR 与 /使 得 RDUE. 
r=, 
BU 
xx =l. 
于 是 ,在 这 种 情况 下 , 2 的 某 一 正 次 需 等 于 单位 元 素 ， 因 而 一 定 存 
在 一 个 4 的 最 小 正 指 数 次 医 等 于 单位 元 素 。 这 一 所 95 时 到 下 面 的 
定义 4 设 2 为 某 一 群 的 元 素 , 假 如 所 有 Y 的 硕 币 此 都 不 同 ， 
就 说 了 Y 是 无 限 阶 的 ， 假如 3 的 各 次 舌 不 是 都 不 相同 ， 那 么 存 芷 一 
AX 8) EE EC b , 称 为 2 的 阶 ( 周 期 ), 使 得 . 
4 一 工 
当然 ,在 有 限 群 中 ,所 有 的 元 素 都 是 有 限 阶 的 。 假如 2 i h Br 
元 素 , 那 么 z —1 但 是 当 ORA 时 ,x* 隆 1。 还 有 ,假如 m= 二 hg， 
RITA 


z^ — (a*)*—1, 
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这 句 话 反 过 来 说 也 是 正确 的 . 
命题 1 假如 E khi MATE Ankam hks 
Lr 
证 明 HH ADR. AR, 7 为 余数 ,因此 
m--hq-r, 


此 处 0<7<h， 因 而 
]—-z"—(xz'»yz'-—1z'-—zr', 
xX— i E h ARMES JG ERE r=0. PUE 
m -— hq, 
易于 验证 下 面 关 于 群 的 一 个 元 素 的 阶 的 事实 ， 
(i) 单位 元 兹 是 唯一 的 一 阶 元 素 ， 
(i) A w Sx! 有 相同 的 阶 ， 
(il) Aie y =i zt ,此 处 革 是 任意 元 素 ， 那 么 与 yY 是 同 阶 
83. | | 
命题 2 设 2 是 无 阶 元 素 ， 假 如 5 是 某 一 正 整 数 , 那 么 % 是 
h/h, s) RAR, LAR, S) RR h,s 的 最 大 公约 数 ， 
证 明 V d—(h,s), 我们 于 是 有 
h—dkh', s—ds', 
此 处 (À/, s/)—1, 我们 必须 证 明 x* 是 A^ 阶 的 。 现 dE (x) = 
gi = 一 (x*)” 二 1, 因 为 "EAS. 尚 须 证 明 ， 假如 
是 任 一 正 整数 使 得 
(z!)'1, ` (1.40) 
Az: BuEO.401E98,3B2. B dn EE 1, h | st, BNR d] s'dt, 
因此 klst, fid h' 5j s' Hs. BuU h^ |t, afa & xt, 
8 6. 集 的 映射 ， 设 三 :02，… 是 对 象 的 一 个 有 限 或 无 限 集 . T. 
到 自身 内 的 映射 2 
f:X—X | 
是 一 个 法 则 ,根据 这 法 则 ,对 于 每 一 个 8E 区, 有 一 个 唯一 指定 的 对 ， 
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BANEET, S896 TE f 下 的 象 ,我 们 宁愿 写成 9 二 Ef i TH n= 
了 (#8) ,因为 后 者 更 习惯 于 用 在 分 析 和 拓扑 中 。 两 个 映射 了 与 8 是 
相等 的 , 当 且 仪 当 对 于 所 有 的 SE，sf —£g.f 5 e Be NIB 
HT 了。g ,规定 为 
£(f»g)-—(£foe, 
它 的 意思 是 fg 是 & 随 了 后 而 得 到 的 映射 ,所 以 如 果 引 =7， 那 
AE£f:g)-ng. 
设 f,g 与 天 是 三 个 卫 到 自身 内 的 映射 ,我 们 要 证 明 这 些 映射 
的 合成 永远 服从 结合 律 ， 设 5 是 3 的 任 一 对 象 , 令 
£f =n, ng —6, Gh—r, 
那么 
£U f*Cgesh)]— CGf)Cgsh) -n(Cg- h) 
—(ng)h—6Gh-—r 
及 
E[(f og)°h]=[E(f eg) Ih=[(Ef)glh= (ng)h=éh=r, 
也 于 < 是 之 的 任意 一 个 对 象 ,所 以 可 得 
f*Cgoh)-fog)oh, (1.41) 
6j 1 Yt 2,.5,m, eA n 维 问 量 空间 。 我 们 可 以 把 
Z 的 对 象 考 虚 为 行 问 量 .。 假如 4i nx n ERE, IMBA JEA E 
£X 到 自身 内 的 映射 假如 g :5->&B 是 另 一 个 这 样 的 映射 , 则 合成 
了 映射 就 是 fg:EE4B。 因 此 ， 上 面 的 讨论 证 实 了 矩阵 乘法 是 结 
4i Hy. 
为 了 证 明 映 射 的 集 
G:f,g,h,--- 
形成 一 个 群 ， 我 们 只 需要 验证 群 的 定义 中 的 公理 (D, (ID 与 
(IV)， 我 们 注意 到 ,了 具有 一 个 逆 元 素 当 且 仅 当 了 是 一 一 的 而 且 
将 马 映 射 到 自身 上 ,这 意味 着 每 一 个 97E3, 恰 好 是 一 个 了 中 的 对 
， REWE., AERA Ef =7 可 以 对 二 唯一 地 解 出 ， 而 与 为 上 = 
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nf Pini X fuh» f. 

例 2 jE—£buns Ht Bag mss I HS AR 
(1), CHD E (22V) ,因此 形成 一 个 群 . 

例 3 设 2z 分 布 在 扩充 了 的 :平面 上 ， 即 分 布 在 所 有 的 复 效 
4iü7c93u6r Db. NERA. 


fiicz(PRSEERE.fatz——— 一 一 TET — | 
| (1.42) 


这 
z—ł 
将 扩 死 了 的 z 平面 变换 到 自身 内 ， 因 此 这 些 映 射 在 合成 下 构成 一 
个 结合 的 系统 .值得 注意 的 是 ,这 个 系统 是 封闭 的 .例如 


ji l 
iio fo = afd f= h f a E a, 


fa: eX =, fs: z—1—2,fs: ec 


" 


所 以 六 :和 = 入 ,因而 fa fil. 
z(f4°f3)= (zf4) f= lf- lie yT S] Sa 
所 以 fasfa fs 等 等 mor" Pi 


(vi) (Fi fa fs fa fs fs 


f, "I fi Fa fs fa fs fe 
fa | Fa fa fi fo fe fa 
fa! fs fi fa fo fa fs 
fi Fa fo fs fi h h 
fo | fs fa fe fa fi fs 
fo | fo fs fa fs fa fi 


假如 我 们 用 1,a,b5,c,e,d* CS fi1,fo, fs,f4, fs, fe 可 以 看 出 表 
(VD) 与 表 (Y) 相 同 。 因此 我 们 发 现 了 这 个 抽象 群 的 另 一 个 忠 实 表 


* EEDE 1,a,b,c,d,e—— iE 
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5h. 
$7. 置换 。 研 究 作用 在 有 限 集 区 上 的 映射 是 特别 重要 的 ， 为 们 
单 起 见 , 之 的 对 象 经 常用 整数 1,2,--……,n 表示. 到 自身 上 的 映 
WRI REM., CM TEE g 明显 地 表示 出 来 ， 
I 2 
b G5***0,;* ** Q ) (1.43) 


iik a= jr æ J Er PR. WE (1.43) 中 的 第 二 行 是 整数 
1,2,::,n 的 一 个 重新 排列 。 根 据 初 等 代数 我 们 知道 ,共有 中 1 个 
这 样 的 排列 ， 因 此 共有 %! 个 % 次 置换 ， 全 部 的 置换 集 将 以 S, 去 
y 

我 们 注意 到 (1.43) 所 给 出 的 置换 可 以 用 各 种 不 同和 的 等 价 方式 
表示 出 来 ， 事 实 上 我 们 可 以 随意 好 安 徘 11.43) 中 的 各 列 ， 例 如 ， 
下 面 的 符号 | 

1234 2143 4213 
» 31 DJG 24 J^ 3 2 jen 

全 都 表示 同一 个 置换 .这 些 符号 中 的 第 一 个 , 顶 上 上 一行 的 对 象 按 自 
然 次 序 排列 , 称 为 标准 形式 .明显 地 ， 任 一 置换 容许 m1 个 等 价 的 
形式 ， 因 为 顶 上 一 行 可 以 任意 选择 而 第 二 行 按 规定 相应 地 排列 . 

这 | 

12-8 Qj 0Q5*** 0, 
o-(, meb ko "n | qn 

是 另 一 个 置换 ,此 处 六 =Jo K c;—a;o. LIRE E DOS 08 XE 
射 的 规则 ， 可 是 ,为 了 简便 ,我 们 把 乘积 写成 rp 而 不 写 成 xp. 
因而 zp 是 一 置换 , 它 是 由 首先 实行 x 置换 然后 实行 p 置换 的 结 
果 ， 有 些 作者 采取 相反 的 规定 。 当 x 下 的 J 的 象 用 x CJ) Xeon 
不 是 象 我 们 那样 用 jx 表示 时 ， 相 反 的 规定 是 更 适合 和 的， 当 p 象 
(1.44) 所 指出 的 那样 ,已 经 对 用 x 左 乘 作 好 “准备 ”， 乘积 ro 可 以 
立即 写 出 , 即 
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因为 对 于 任 一 2(7j=1,2,* ,12), jn =a; 及 aip— 6;, PKA VE A 
(JINX)P= QPp= 6,. 
pin. 5 
4 2 8 4 1 2 3 4 
"= 3 4 J e-(. 1 2 D 
时 ,在 o 恰当 的 重新 排列 之 后 ,我 们 看 出 
1 23 4/2341 /12 3 4 
rp 一 人 3 4 JG 2 4 J*( 2 4 j^ 
1 2 3 A/3 1 2 4 /1 2 3 4 
p(s 1 2 X 2 3 JG 2 3 小 
这 证 明 置 换 乘 法 一 般 是 非 交 换 的 ”， 
置换 
NE 2 e.s AMEN aq, 04 *** Q 
LENNON 
使 所 有 的 对 象 不 变 , 它 明显 地 满足 关系 ix 二 xt=x， 因而 是 己 等 置 
换 ， 关 的 逆 元 素 用 下 面 的 符号 给 出 ， 
EM Qa Q} *** d, 
, 2 *** RÀ 
(在 非 标 准 形式 下 )， 因 为 易于 验证 


mm l= lae, 
( 2 3 ) «C 3 4 «C 2 3 y 
2 3 4 1 123 4/ M 12 3 


* MUERDBHBRUSEDERSREBI xp 与 px YMAR. 


例如 


7. 置 t 23 


不 需要 去 验算 结合 律 ， 因 为 它 已 经 包括 在 映射 的 一 般 性 质 内 。 因 
此 我 们 证 明了 下 面 的 定理 . | 
定理 1 关于 %% 个 对 象 的 所 有 置换 的 集 S 形 成 一 个 %! 阶 
GA, SOLOONRE, PARMAREASS AERAN 
散 少 许 的 练习 ， 读 者 就 会 习惯 于 得 出 两 个 或 更 多 置换 的 乘 和 
而 不 用 写 出 中 间 步 又， 例如 ， 设 


1 2 8 4 1 2 8 4 
i" 3 1 小 s= 1 2 5) 
12 8 4 
4 3 2 小 
为 了 得 出 乘积 aBy， 我 们 依次 考 栓 当 羡 换 a, Py 相继 实行 时 ,每 
一 个 对 象 所 经 过 的 变化 。 因 而 


1->2->1->4 

2 一 3 一 2->3 

3—1——-4—1 

42-4322, 
此 处 每 一 行 中 箭头 表示 a, 8 与 ?的 作用 ( 按 这 次 序 ), 且 从 左 向 右 
x. 所 以 

1 2 3 4 
oo 3 1 z)" 
作为 进一步 的 实例 ,我 们 列举 S 的 6 个 置换 ， 
/1 2 3 (1238 (A 2 89 
= 2 j a=, 3 ) 8 -(. 1 jJ | 
1 2 5 1 2 8 1 2 Y (1.45) 
=|, 1 ) 9-(. 2 y 人 3 3i 

审查 一 下 群 Ss 的 结构 ,我 们 认 出 S3 是 与 前 面 表 (Y) 所 表示 的 抽 
象 群 同 构 的 ， 这 同 构 古 通 过 将 1 与 1 配对 ， 将 希腊 字母 与 相应 的 
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拉丁 字母 配对 而 建立 的 ， 例 如 ,根据 置换 相 乘 的 法 则 ,我 们 看 出 
ave, Hy=0, 
它们 对 应 表 (v) 中 的 关系 
ac=e, bcd, 
因而 我 们 又 得 到 这 个 抽 和 保 群 的 为 一 种 表示 ， 
设 案 稼 分 成 两 个 互 不 相交 的 子 集 ， 比 如 说 
| 2,—11,2,:-:,mi, X—i(m-cri,m-c2,---,n). 

Xia jp E IRR, Debe 只 作用 在 Ei 上 ,而 让 3 的 
每 一 个 对 尔 不 变 ， P AMETE Z5 L^ zx 的 任 一 个 对 象 。 那 
么 很 明显 zp 一 pr, 因为 x 与 p 的 作用 互 不 干扰 。 因 而 我 们 注意 
f, 作用 在 互 不 相交 的 对 象 集 上 的 置换 互相 交换 

御 环 地 交换 ?r 个 对 象 的 置换 称 为 mI 次 轩 换 , 因而 假如 对 象 有 
1,2,:--, m 表示 ,这 田 换 使 用 下 面 移 符号 表示 B 


y ( 2 *** m —1, ^) 
i 2098 .es m 1 (1.46) 


TB2 dr B ERR d m AOL je c XE LJ m Ar E, WA v 移动 每 
ARRE PSA BELL RA, BR ARA 
E. 通常 将 轮换 写成 缩写 符号 . 
7 一 (1 2 ,7m), 
认为 它 等 价 于 (1.46)， 因此- 
iy—ici (i=1) d m=), ] aan 
m» — 1, HE | LO 
因为 无 t 从 蔚 一 个 对 象 开始 运算 都 没有 关系 ， 所 以 我 们 能 名 用 下 
面 任 一 个 靠 价 的 形式 表示 了 : 
| l NI 2 n m)sQ 9 c m 1). 
EL —(m Ï ee m-—1). 
P 的 任用 能 用 方程 (1 47) 描写 ， 或 者 更 简单 地 用 ZEN 
eil x UJ jv — j -* 1 (mod m) | (LATY 
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Te 
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1855, (1.47)! BAUMAR me NIERUS. 288123, 
v B r Dese Bs E DEN 
jy'— jc r(mod m). (1.48) 
因此 很 明显 yr i v'25c, 2; orm Pr. Uil e D n max 
stie de mira. 
今后 ， 我 们 约定 在 置换 关于 周 党 不 变 的 对 象 无 锯 明 显 地 在 
Bo EPIS. Aani m — $1. 


(1 2 3)=( 
2 让 
而 当 % 二 5 时 ， 


th 
人 
o2 
MEER. 
TI 


2 3 1 4 5/ 
严格 地 讲 , 符 号 (1 2 3 ) 在 此 处 表示 两 个 不 棚 问 的 备 换 ,种 日 上 共有 
不 相同 的 次 数 ， 但 是 根据 上 下 文 , 涉 及 多 少 对 象 , 因 再 哪些 对 角 不 
变 一 般 是 清楚 的 ， 

将 一 置换 表示 为 一 些 轮 换 的 沫 弄 通常 古方 使 的 ， 这 些 轮 换 分 
别 作用 在 不 相交 的 对 象 集 上 ， 比 如 , 当 % = 7 BT, 
zx -—(1 2)(4 6 7) 
表示 置换 | 


不 论 什 么 置换 都 可 以 分 解 成 互 不 相交 的 轮换 .为 了 说 明 这 一 点 ， 
我 们 引入 x 下 的 轨道 的 概念 ， 选 取 任 一 对 象 DB， 看 重复 应 用 = 之 
后 对 了 会 发 生 什么 影响 。 集 
P, pa, VA, (1.49) 
$573 P 的 轨道 。 因为 (1.49) 中 的 对 象 不 能 全 都 不 同 ， 一 定 有 非 负 
整数 7?,s, 使 得 s>7 而 且 pz 二 pr Wia px' =p. BE F E 
ARNES h, EA 
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pa^. (1.50) 
TAIBIBAS, nag hiiri 
(p pr pr? +» pr*™t), -+ (1.51) 


假如 & 是 任 一 不 包含 在 (1.51) 中 的 对 象 ,那么 , BE k ERR qa — 
9 的 最 小 正 整 数 。 因 而 9 EB 


(q qa qrat +e qn^ ). (1.52) 
重要 的 是 注意 轮换 (1.51) 与 (1.52) 没 有 公共 元 素 ， 因 为 假设 
pr =qr’*, 
IA 
q= pr"? 


H h 除 4 一 5b, 我 们 得 到 
a—b-—th-r, 
VERBO. 因而 就 有 
mM q pat. 
这 与 4 EE Je. (BUD 0H SUD BL TE (1.51) 与 (1.52) 
内 ,这 对 象 将 生成 另外 的 轮换 , 它 与 前 面 的 轮换 不 相交 。 我 们 如 此 
继续 建立 轮换 ,一 直到 所 有 的 对 象 都 包括 为 止 .在 下 保持 不 变 的 
对 象 生 成 一 个 长 度 为 1 的 轮换 ,根据 我 们 的 约定 , 它 可 以 省 去 。 用 
更 专门 的 术语 ， 我 们 可 以 说 在 三 的 对 象 之 间 已 经 建立 了 一 个 等 价 
关系 ,两 个 对 象 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 它们 属于 同一 轨道 因而 属于 辐 
一 轮换 ， 象 读者 将 要 知道 的 那样 ， 之 上 的 一 个 等 价 关 系 总 是 导致 


将 三 分 成 不 相交 的 等 价 类 的 一 个 划分 ， 在 目前 ， 这 些 等 价 类 相当 


Tox 的 轮换 因子 .因此 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 2 ”一 个 置换 可 以 分 解 成 互 不 相交 的 轮换 的 乘积 。 过 此 
轮换 互相 交换 ,而 且 除 开 这 些 轮 换 因 子 重 新 排列 之 外 ,这 分 解 是 唯 
的 mE ^ Lt. 
jor 


"mu i 


mra 
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/(12345678X- 
"(e17823) 
从 对 象 1 开 始 ， 我 们 看 出 它 的 轨道 是 1, 4. 因而 x 包含 轮换 
(1 4). 对 于 任 一 不 在 这 轮换 内 的 对 和 象 ,比如 说 2, 我 们 继续 去 找 
它 的 轨道 ,得 到 2 的 轨道 2,5,7, 它 给 出 轮换 ( 2 5 7 )。 最 后 我 们 
得 到 轨道 3,6,8, 因 而 得 到 轮换 ( 3 6 8 )， 因 为 不 再 有 对 象 需 要 
考虑 ， 所 以 我 们 十 明了 
x —(142(257)0(8 6 8) 


J HH 
(1) WEH TEA ARETE HORAE ERA NRE. 


(a) (2!) (850, £1, 2.) 


13-27m 
(5) Gon 


(c) (cos 0 +i sin 0] JE Ab 0 Ja Do DURCH, 

(2 5a 与 2 的 合成 规则 规定 为 &/2 时 ， 为 什么 正 有 理 数 不 能 形成 一 
个 群 ? 

(3) 设 a 是 一 映射 x>ax 二 ,此 处 a 与 B 是 给 定 的 复数 ,而 a 讲 1。 坛 
对 a" 求 出 一 公式 ,此 处 % 是 一 正 整 数 。 且 证 明 a 是 有 限 阶 的 当 且 仅 当 4 是 
一 个 单位 根 ， 

在 习题 (4) 到 (8) 中 假设 元 素 位 于 一 群 中 ,因此 结合 律 是 不 成 问题 的 。 

(4) 假如 a,b 与 ab 都 是 2 阶 元 素 , 证 明 a 与 交换。 

(5) 证 明 元 素 ab 与 ba 具有 相同 的 阶 。 

(6 假如 ba=a"b", WEHR a" 0" *,a" 75" E ab^ RE RIS EJ. 

(7) 假如 5-!a5 二 a* ,证 明 batb =at, 

(8) 设 z 是 mn 阶 元 素 , 此 处 (m,n)=1。 ER zy 能 表示 成 xz= yz, 此 处 
y 5 z 交换 ,而 且 分 别 是 m 阶 与 % 阶 的 元 素 ， 

(9) 证 明 偶 阶 群 包含 奇数 个 2 阶 元 素 。 

(10) 在 模 7 剩余 类 1,2,3,4,5,6 的 乘法 群 中 , 求 出 每 个 元 素 的 阶 , 并 证 
钥 这 个 群 是 6 MERRE. 


j (m,n=0, +1, 士 2,，… )， 
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(11) HERR 4B 
ob ablo oth olo a tiea] 
(o=1, o1) 
对 于 矩阵 乘法 形成 一 个 6 阶 的 群 。 证 明 这 个 群 与 表 (v) 所 给 出 的 群 是 同 构 


B5. | 
(12) 证 明 扩 充 的 z- 平 面 到 自身 上 的 映射 


] —1 
fi 23, f::z>—z, fi fJiax—7 


形成 一 个 群 , 它 与 表 (iii) 所 给 出 的 群 是 同 构 的 . 
(13) 分 解 


1234 5 6 7 8 9 
Ci 


HM 


a b c 
GC e d ; b a 
B2) S. IBSERUAEER BUSES, JEOKHDXPNTT ESI. 
(1) 用 互 不 相交 的 轮换 来 表示 以 下 各 置换 : 
(D Ca b c *--k)Ca l); 
Gi) (a,a,**-a,zyb,b,- b, )(a,a, ,  aumyeu eu ** 60), 
(ii (a,a,-::a,xyzb,b,* -b,)(a,a, s AYZ 0*6). 
(15) 验证 置换 
必 恒 等 置换 ), (1 22063 45, (1 3)(2 4), 
(14)(2 3) 
形成 一 个 4 阶 阿 贝尔 群 ， B A Gii BER UB GRE RAS 
(18) uEBIABEER A 


4Q)-( 1 -E a n | 


A(Qv,)) AQ.) — AQv3), np 
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形成 一 个 群 ( 罗 伦 效 群 )。 
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8 8. fk. 因为 群 C 是 元 素 的 集合 ,所 以 集 论 中 通常 的 定义 和 符 
号 可 以 应 用 到 G 上。 因而 ， 假 如 4,B,C,…: 是 G 的 子 集 , 我 们 用 
AC. B 来 表示 4 的 每 一 元 素 也 是 B 的 元 素 ， 包括 4 与 B 相 等 的 可 
能 情况 .并 集 AU B 是 这 样 一 些 元 到 的 集 , 它 们 或 者 属于 4 或 者 属 
于 B ,或 者 同时 属于 4 与 B。 交集 4 门 B 由 同时 属于 4 与 BB 的 元 于 
组 成 ;假如 不 存在 这 样 的 元 素 ,我们 写 4118== 儿 ( 空 集 )， 记 号 a € 
4 表示 元 素 a UT A. 在 有 些 地 方 我 们 采用 这 种 约定 〈 稍 有 些 不 
4 EE) ;将 元 素 a 等同 于 只 包含 单个 元 际 的 集 。 因 而 假如 4 的 元 
HE aiyazy, as，……， 我 们 将 写成 
A —a,lJasU asU * ** 
G 中 所 定义 的 乘法 给 予 G 的 子 集 间 一 个 附加 的 结构 。 给 定 任 
意 两 个 子 集 4 与 五， 我 们 规定 
AB (2.1) 
为 所 有 能 以 形式 ab 表示 的 元 素 的 集 , 此 处 caE4 及 5EB. LER 
积 不 一 定 彼 此 不 同 , 因 为 可 能 ai 天 aa ,0 天 0 但 是 abi = abs. R] 
是 我 们 强调 AB 只 被 当 作 一 个 集合 , 因 此 其 中 元 素 的 重 现 不 了 予 考 
虑 .和 象 平常 一 样 ， 子 集 是 相等 的 当 且 仅 当 它们 包含 同样 的 不 同 元 
素 ， 以 后 , 子 集 间 的 相等 总 是 按 以 上 的 意义 去 理解 ， 当 然 ,一 般 
ABÆBA. 
但 是 即使 4B=B4, 这 一 等 式 并 不 意味 4 的 每 一 元 素 与 互 的 每 一 
元 素 交 换 。 我 们 只 能 够 推断 ,对 于 任 一 aC AKTE —b € B, 存 在 元 
Ha’ C 4 及 b'€ B, 使 得 a5=b'a’. 
容易 验证 子 集 的 滋 法 是 结合 的 ， 即 
(AB)C=A(BC). (2.2) 


o oU —— ——————— P ——————— Á—————————— rr TI 


因此 (2.2) A 的 每 边 可 以 简单 地 以 ABC 表示 . HA AR E 
与 ， 我 们 令 


A? — AA, A? — AAA, 
因而 4 和 是 能 用 aia? 的 形式 表示 的 元 素 的 集合 ,此 处 al 与 a5 WI 
Á. 
容易 建立 下 面 的 法 则 、 


(AUB)C—ACUBC, 
C(AU B) -CAUCB, 
(A(1B)C — ACC BC, 
-© €(AV1B) 3C ACC B. 
我 们 注意 某 些 集 只 包含 单独 一 个 元 素 这 种 特殊 情况 。 因 而 假如 xz 
13 Y EG 97038, MA Ax 是 所 有 形 为 ay 的 元 素 的 集 ，y4x 由 
所 有 yax 的 元 素 组 成 ,此 处 a 遍历 4， 我 们 看 到 
t CAI A0) NA, r 
=g iA ux(YX Aa Nee (1x-A,x. (2.3) 
当 G 是 阿 贝 尔 加 法 群 时 ,两 个 集 4 与 互 的 合成 写 为 
A+B, 
CEMA BELA a+b 的 形式 表示 的 元 素 的 集 ， 此 处 aCARbC B, 
特别 , 子 集 
A+A 
《和 它 不 能 向 略为 2 4 见 8 2) 是 所 有 元 素 a a 的 集合 ,此 处 4 与 a 
属于 4. 当 Y 是 G 的 一 个 固定 元 素 时 , 子 集 
AT x 
由 元 素 e+y(eE4) 组 成 , 对 于 Ac (— 2), 我 们 用 记号 4 一 x Xx 
示 ， 
一 般 来 说 ,消去 律 不 适用 于 子 集 的 乘法 , 即 ,假如 A4C = BC ,我 
们 不 能 推导 出 A=B, 但 是 4x 二 Bx di A— B, Ax — CAE Dr 
4 二 Cx”。 相似 的 结果 适用 于 单独 一 个 元 素 乘 一 个 集 ， 在 下 一 章 
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我 们 将 遇 到 一 个 重 婴 的 情况 , 即 
Ax=xå 或 x 5Ax—A. (2.4) 

(2.4) 意 味 对 每 一 a€ 4 在 在 一 个 元 素 a! € 4 使 得 ax — xa, 

4 的 基数 , 即 4 中 不 同 元 素 的 个 数 , 不 论 是 有 限 或 无 限 , 常 党 
用 | 4 | 表示 ， 
§ 9. 子 群 我 们 特别 对 群 G 的 服从 群 的 公设 的 那些 子 集 感 兴 趣 ， 
这 样 的 子 集 称 为 G BEER. 因而 , 当 玉 满足 下 面 的 条 件 时 ,五 是 G 
的 子 群 ， 

(D Binu EH, vEH, huve HHW). 

(2) 1EH, jik 1 G o3 sc SEC roO). 

(3) 假如 EH， Mau EH GERK). 
AVARA 合 律 ， 因 为 它 的 有 效 性 在 整个 G 中 是 认为 不 成 问 


LO 当 五 是 G 的 子 群 时 我 们 往往 写成 
"e 
os € H«G 


而 不 写成 及 CG，, 符号 二 只 用 于 子 集 是 群 的 情形 .我 们 将 用 过 类 
示 严 格 包 含 。 假 如 互 是 一 个 子 群 , s 是 它 的 一 个 元 素 ， 那 么 有 的 
封闭 性 意味 万?C 甩 。 另 一 方面 ,五 的 任 一 元 素 u 总 可 以 写 为 4= 
(us-!)s, HA ust € H SK EHI u C Hs, BEL HE CH s, 因此 


Hs=H, (2.5) 
可 以 同样 地 证 明 

sH=H. (2.5) 
相反 地 , 设 s 是 G 的 一 元 迪 满 足 (2.5)， 那 么 ,特别 ， 

s=] sEH, 
因此 (2.5) 或 (2.5) 是 G 中 一 元 素 属 于 子 秤 万 的 必要 和 充分 条 
1t. 


读者 可 以 验证 这 些 讨论 易于 推广 ， 因 此 我 们 可 以 陈述 下 面 的 


p 
命题 3”G 的 子 集 S 属于 子 群 上 本 , 当 且 仅 当 
一 HS-SH-H, 
特别 , 当 S— H WE, AIVE E 


H'—H. (2.6) 
看 到 这 一 点 是 有 趣 的 , 即 当 鼠 是 有 限 集合 时 ,关系 式 (2.6) 及 过 来 
意味 五 是 一 个 群 ， 


H*—H, 
证 明 “只 需 证 明 (2.6) 意味 及 是 一 个 子 群 。， 设 互 的 元 素 列 举 
如 下 
Hiui, Ug, US ,Ue (2.7Yy 
设 是 其 中 任 一 元 素 , 那 么 h TER 
Hu: uu, uiu, usu, ,Wd (2.8) 


4x RT H?. BD deed lys. WEHA. 此 外 ,这 些 元 . 
过 都 不 相同 因为 消去 律 适用 于 G。 因 而 集 (2.7) 与 (2.8) 除 其 中 元 . 
素 排 列 的 次 序 可 能 不 同 外 是 全 同 的 ， 特别， 元 素 必然 出 现在 . 
(2.8) 中 ， 因 而 一 定 存 在 一 个 整数 ) 使 得 
U, U= U, 
Mm u =1 EH。 最 后 ,存在 一 个 整数 & 使 得 
u,u--1(-—u;), 
Hl wi 二 ww 有， 这 便 证 明了 五 是 一 个 群 ， 
当 五 是 G 的 (有 限 或 无 限 的 ) 子 群 ,x 是 G 的 任 一 元 素 , 那 么 子 - 
集 
= (2.9) 
也 是 G 的 一 个 子 群 。 因为 假如 Y usi % lvoxikH'BSIEREPAT 7L. 
Z, kitbu, EH, AZ (xlux)(xvx)-—zxluvzCH', MB 
z1x—l1CH'Rzx u'!x—(r uz) CH'. 进一步 这 两 个 子 群 


vm ni pp CRDI TRE TH HR re ttt T mE Ti AT a a pE jb rs TH FE :Fs ar TRE C RR P [LTDA Heh dee THE SPA He i Mi op c TH Tn cree Tr de 0n je EE L. 
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是 同 构 的 ,因为 
u0ü-—z lux (uC H) 
是 一 个 五 到 H 上 的 一 一 映射 , 而 且 具 有 性 质 
(u0)(v0) —(uv)O. 
因此 
HZH’. 
我 们 注意 ,每 一 个 群 G RRA TE H = {1} 及 五 =G。 位 于 
这 两 个 极端 之 间 的 子 群 称 为 真子 群 ，; | ， 
8 10. ER. EHE GIU TRE 是 G 的 任 一 元 素 ,那么 
H x 
称 为 G 对 于 互 的 右 陪 集 , 或 者 更 精确 地 说 ,由 zx HE BC PCR 9 
包含 & 的 右 陪 集 ， WAfiBSaHTICH.xrxcHx, fxr—uW, 
此 处 & 是 五 的 元 素 , 那么 由 命题 3, 妃 王妃 .这 表示 吾 本 身 是 一 个 
EE, 它 可 以 写成 妃 1 或 者 更 一 般 地 号 成 五 4 ,此 处 是 五 的 任 一 元 
A. 
从 这 些 讨论 中 可 以 看 到 , PRAISE TOS RE DAE BRI — MER, 
现在 让 我 们 求 出 使 得 
Hx=Hy (2.10) 
的 必要 和 充分 条 件 , 此 处 x 5 y 是 G 的 元 素 ， 假 如 (2.10) 正 确 , 那 
么 ,特别 地 ,z= 1x € Hy DIU fe (Eoo C H ,使 得 
X —uy 
或 | 
zy CH. | (2.11) 
相反 地 ,假如 (2.11) 成 并 ,那么 
Hx-—Huy-—Hy. 
任意 两 个 陪 集 或 者 全 同 或 者 没有 公共 元 素 ， 换 名 话说, 假如 两 个 障 
集 具 有 一 个 公共 元 素 , 那 么 它们 就 全 同 ， 因 为 假设 
zzE Hx(MMdfHw, 


au LL dr 


rm rr me —. -= — 


Jb ZEE H BIOS uty v BERG 
Z£—umx-—vy, 
因而 
xy |—uvcH, 

XX XEPRH x— Hy. .我们 把 这 些 结果 总 结 在 下 面 的 傅 题 中 . 

命题 5 设 甩 是 人 群 G 的 子 群 ,那么 陪 集 甩 x 与 Hy 是 全 同 的 当 
且 仅 当 YYyr-IE 瓦 任意 两 个 联 集 或 者 全 同 或 者 没有 公共 元 素 ， 
一 值得 共 更 刹 系 的 观点 观察 一 下 这 种 情况 ， 我 们 说 两 个 元 又， 
y € G 是 等 价 的 (对 于 互 ) BR xo y ,假如 存在 一 个 元 素 uE HIE 
E x — u y ,或 者 等 价 地 说 ,假如 

Hx=Hy, 

即 假 如 zx 与 y 位 于 五 的 同一 右 陪 集 内 ， 很 清楚 , 事实 上 这 的 确定 
XT—^H8U XX. BG xx, Gi) xo y XEB yos, QUO EC 
zy 及 yw 那么 wy 与 3 都 位 于 同一 陪 集中 ,因此 o7. 

一 般 地 说 , 当 某 一 个 等 价 关系 已 经 在 某 一 个 集 上 规定 ,这 个 集 . 
就 可 以 表示 成 不 相交 子 集 的 并 集 ， 即 所 有 不 同 的 等 价 类 的 并 集 . 
在 月 前 情况 中 , 等 价 类 是 右 陪 集 , 所 以 G 是 所 有 不 同 的 陪 集 的 并 
4o 为 了 更 正式 地 表示 这 个 结果 , 我 们 从 每 一 陪 集中 选择 一 个 代 
表 ， 假 如 所 是 其 中 一 个 代表 ,对 应 的 障 集 可 以 表 R 为 Hi， 不同 
右 陪 集 的 集合 可 能 是 无 限 的 甚至 是 不 可 数 的 。 在 这 种 情况 下 我 位 
用 一 个 指标 集 工 来 描写 ， 它 的 元 素 与 陪 集 一 一 对 应 ， G 是 所 有 不 
同 陪 集 的 并 集 这 件 事 因 而 可 用 公式 表 为 


G 一 UP， M (2.12) 


不 同 的 右 陪 集 的 个 数 , 即 工 的 基数 , 称 为 五 在 G 中 的 指数 , 表示 为 
~ 
[G:H ]. (2.13) 
当 在 在 无 限 多 右 陪 集 时 ,我 们 令 LG: 卫 j= %. 
六 些 代 表 的 集合 人 ,ic TT} 称 为 H 在 GG 中 的 右 模 截 . BAHE. 
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一 


G 中 有 的 指数 完全 由 五 与 G 决 定 ,但 模 截 明显 地 不 是 唯一 的 ,假如 知 
道 一 个 横 截 人 ET ,最 一 般 的 横 截 就 是 
Ut; ic I}, 
VG Ab u; 是 五 的 任 一 元 素 . 
用 类 侯 的 方法 我 们 可 以 考虑 五 的 左 陪 集 ， 标 维 的 左 陪 集 是 
XH(XEGQ), 容 易 验 证 ， 


TH=yH 
当 且 仅 当 存在 一 个 元 素 e CH. 使 得 * 一 y2 ;或 当 且 仅 当 
y^xcH, (2.14) 


象 前 面 一 样 , 两 个 左 陪 集 或 者 全 辐 或 者 没有 公共 元 素 , 于 是 G 可 以 
分 划 成 所有 不 同 的 左 陪 集 的 不 相交 并 集 ,因而 


G= | )s,H, 
34.4 


此 处 J 了 是 列举 左 陪 集 的 指标 集 , 而 {s,} 是 左 陪 集 的 代表 集 ， 或 者 ， 
象 我 们 将 要 说 的 那样 , {s,} 是 妃 在 G 中 的 左 横 截 ,不 过 容易 看 出 指 
标 集 工 与 了 具有 相同 的 基数 ， 事 实 上 ,从 分 解 式 (2.12) 出 发 我 们 
将 证 明 

G—-|]tH (2.15) 


是 G 的 左 陪 集 分 解 式 。 首 先 我 们 看 出 (2.15) 中 的 陪 集 披 此 不 相 
同 ,因为 假如 
UG IH-—IUÉUuH, 
那么 
(51) 45!€H, t CH, 

因而 如 机 = 如 ,这 是 不 可 能 的 ,除非 kk， 其 次 , 每 一 元 素 x* EG 
包含 在 (2.15) 右 边 的 并 集中 , 因为 x 一 定 在 分 解 式 (2.12) 的 某 
一 个 右 陪 集中 ， 比 如 说 xz-1EHisn， 因而 xE1si8, 这 证 明了 
《2.15)， 同 时 我 们 也 证 明了 左 陪 集 可 用 与 右 陪 集 相 同 的 指标 集 来 
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列举 。 我们 记 住 五 是 一 陪 集 ( 左 陪 集 或 右 陪 集 )， 当 五 是 有 限时 ， 
SUE (2.7) RARE, Ht NRE 
l Uji, Uit, e Unh, 
HEERE heh AER. - 
我 们 现在 能 够 证 明 关 于 有 限 群 的 最 古老 和 最 重要 的 定理 之 - 
定理 3( 拉 格 明 日 Lagrange) 设 G 是 gg 阶 有 限 群 ,假如 五 是 . 
hh 阶 的 子 群 ,那么 
(i) hR g, g-—uhAE 
(ii) n $-TAREXRLG:H ], Bo XL AG 83 A Fe o IR A. 
4 8E X 


G = Um, G = U SH, (2.16) 


证 明 ”分解 式 (2.16) 的 存在 已 经 在 一 般 的 情况 下 证 明 过 ， 此 . 

处 对 是 指数 .我 们 只 需 证 明 
g —nh, 

计算 一 个 分 解 式 两 边 元 素 的 个 数 就 可 以 立即 得 出 这 结果 。 因 为 我 
们 已 经 知道 每 一 陪 集 包含 个 元 素 , 而 G 是 7 个 不 相交 陪 集 的 并 
集 , 这 就 说 明了 G 的 全 部 元 素数 eg nh, 

推论 1 如 果 G 是 8 阶 有 限 群 ， 则 G 的 每 一 元 率 的 阶 是 8 的 
X—HBHd. G 的 所 有 元 素 满足 方程 | 
m x5 =], 

证 明 设 双 是 @G 的 元 素 , 因 为 G 是 有 限 的 ,元 素 芭 的 阶 一 定 也 . 
是 有 限 的 ,比如 说 阶 是 7 ,因而 元 素 

1,u,u?,---,u* !(u* — 1) 

形成 一 个 7 阶 循环 子 群 。 由 拉 格 朗 日 定理 , r 能 除 尽 8 ,因此 g= 
57 :此 处 是正 整数 ,因此 


u* — (u*)* —1, 
推论 2 素数 阶 的 群 没有 直子 群 als Z 、 
证 明 议 G 古 一 个 了 阶 格 ,此 处 了 是 素数 任 一 子 群 的 阶 或 
者 中 工 或 者 是 D， 即 这 子 群 或 者 只 包含 单位 元 素 或 者 与 G 同 阶 ， 
(Bt an u 是 G 的 任 一 非 单 们 元素， 那么 苹 的 阶 大 于 工 而 且 是 了? 
的 一 个 因子 。 因 面世 是 了 阶 , 这 些 元 凤 
1,u,u?,***,u?7 
z& ^ I] 89 , BN E G BJ 46 BOCA. ^ 
例 $4 表 (v) 中 给 出 的 6 阶 的 群 中 , a.b, e, d, e 的 阶 分 别 是 
3,9,2,2,2. 
AG AE vA N RREH H E G AFRE, HAERE dE t9 2j 


H t x, 
我 们 有 
H+x=H+y 
当 且 仅 当 
r—ycH, 
DUE I) 
x—y-cu, 


此 处 4 是 互 的 一 个 元 素 ， 在 这 情况 中 ， 我 们 有 时 说 z SY HE 
余 , 写 为 


| xz y (mod H), 
S 11. 循环 群 的 子 群 ， 首 先 券 虑 元 限 循环 群 的 情况 
C:1(—zx9),m,u !,a?,m 2, (2.17) 


WAEL), RK C B95g —- T 8E H dH x B5 X 
些 智 组 成 ,包括 1 在 内 ,因而 

H:1,z^,2^5,--*, 
此 处 ,2,，… 是 正 整数 或 负 整 数 ， 因 为 当 a BFH, x0" 也 属 
了 于 互 ， 那 么 C 的 每 一 个 非 平凡 子 群 至 少 包含 x 的 一 个 具有 正 指数 


ap Rss 
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AR, AmE PEPA tiA DAERA. 比如 谱 x". 
因此 , H 8 PUB TEKEE ARTIR 
r"'(g—0,-c-1,-2,-**), (2.18) 
HH BE Bx" ERDHI REER IAE (2.18) PRII 
素 外 , 互 中 不 存在 别 的 元 素 。 因 为 设 x^ 是 五 的 任 一 元 素 , Fm ER 
a, 因而 有 
a—mq-trm, 
此 处 Or m, DI J£ 
y^-—x"jyt 
rz^x 77-4] ', 
IE ER 533 P5 P I PSLTEURIUR HEB x AE HRS—7 CX. 但 是 
这 与 名 的 最 小 性 相 矛 盾 , 除 非 7 二 0。 因而 a — mq, Hl (2.18) 包含 
妃 的 全 部 元 素 。 我 们 看 出 无 限 循环 群 C 的 每 一 非 平 几 子 群 本 壬 也 
是 一 个 无 限 循环 群 ,因而 与 C 同 构 . 
当 我 们 讨论 有 限 循 环 群 的 子 群 时 就 更 有 趣 了 ， 有 关 结 论 总 结 
在 下 面 的 定理 中 。. 
定理 4 设 | 、 
C:1,x,27,-«,x5 l(x8—1) (2.19) 
X EMARE., FRLSPpem4—4-.489BB h， 存 在 且 人 私 存 在 一 个 
及 阶 的 子 群 , 它 可 以 由 xs/ 生成 ， 
证 明 (i) 设 8=82 元素 
1 ,2 ， g”, en x 0-Dn 2.20) 
是 不 同 的 ,因为 它们 间 的 等 式 会 寻 致 关系 式 
z—], 
此 处 
0cin« hn(-—g), 
5jrj&8WDCERBUPRIB. WUEQ.20JERL—^- & TIE, "EHI 
h 阶 元 素 x" ÆR. (i) 反之 ,假设 hig, 比 如 说 g= hn, ii 
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H :1,u5,u3,***,U,.1 
是 一 个 h 阶 的 子 群 ,每 一 个 4 dE 8 089—739 EE An 
WiC—=w’i,(i=2,3,..:.,h—1), 
此 处 A. 是 一 整数 满足 


OKASE. 

E329 H XE h BA, HEE 1 意味 
u?—1, 
B xi]. 


由 本 定理 的 假设 ,z*=1, 于 是 g1A4;。 因 而 存在 整数 k 使 得 
hA, — kg -—kihn, 

A= kin, | 
这 证 明了 H 的 每 一 元 素 是 AHR, RE h AG 样 的 震 不 相同 
它们 列举 在 (2.20) 中 ， 因 而 五 是 (2.20) 的 子 集 ,但 五 是 h 阶 的 ， 
它 必然 与 (2.20) 给 出 的 集 全 同 ,这 证 明了 后 者 是 唯一 的 k 阶 子 群 . 
§ 12. 交集 与 生成 元 ， 通 过 研究 子 群 常 能 阐明 群 的 结构 ， 因 此 
掌握 构造 子 群 的 方法 是 重要 的 . 

很 清楚 ,假如 瑟 <G 及 玉 < 且 ,那么 XK<G，。 其 次 ,假如 五 与 

是 G 的 子 群 ,那么 它们 的 交集 

D-—H(YK 
也 是 G 的 子 群 ,因为 假如 z 与 y RT D, SITE S.yCHEc, 
yc K,JAmxycH,zyCcK,HixycD;ibüuicD, 因为 1 EH 
及 1 EK; 最 后 假如 XED, 那 么 X21EH,x EK, 因此 $1ED， 
这 证 明了 D 是 一 个 子 群 ,更 一 般 地 说 ,任意 多 个 子 群 的 交集 


HAKAL 
是 一 个 子 群 . 
HUK 


一 般 不 是 子 群 。 因 为 假如 %wEH REK, 没有 理由 假设 2 属于 
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r aaa er 


H 或 者 属于 K, Mhu EHUK 中 .为 了 得 出 Re HHK 
最 小 子 群 ,需要 一 个 更 精致 的 构造 方法 . 
CD,C…。 (2.21) 

是 G 的 元 素 的 集合 ,考虑 所 有 包含 有 限 个 因子 乘 积 的 集 , 这 些 因 
子 可 能 重复 ,它们 从 (2.21) 的 元 素 中 或 者 从 (2.21) CREIR 
中 选 出 ,例如 a22~ica5， 在 这 些 乘积 中 我 们 包括 “ 空 ” 积 , 它 与 G 
的 单位 元 素 等 同 ， 很 明显 ,这 些 乘 积 的 集 形成 一 个 群 , 因 为 假如 我 
们 将 两 个 含有 有 限 个 因子 的 积 相 乘 我 们 得 出 另外 一 个 同样 类 型 的 
乘积 , 且 这 些 乘 积 的 逆 也 属于 这 个 集 。 用 这 样 方法 构成 的 群 表 示 

gp(a,b,c,* 3 =M, (2.22) 
称 为 由 a,2,c,…… 生 成 的 群 。 很 明显 , 每 一 个 包含 (2.21) 中 有 的 元 
素 的 群 必然 包含 M ,这 证 实 了 M 是 包含 这 些 元 素 的 Rob TEE, 
换 句 话说 ,我 们 可 以 说 用 是 所 有 包含 (2.21) 中 的 元素 的 群 的 区 
4. 自然 ,可 能 发 生 M=G, 

LR a,b,c, RA M 的 生成 元 。 不 过 应 该 指出 , 生成 元 
不 是 唯一 的 ,一 般 也 不 假定 它们 是 没有 多余 的 。 例如 ,如 所 生成 
元 

a Cgpí5,c,*--], 
则 a 是 多 余 的 ， 在 这 情况 下 我 们 用 下 式 代 和 替 (2.22) 
M —gp(5,0,-**J. 

我 们 主要 对 有 限 生 成 群 感 兴趣 .很 明显 这 样 的 群 总 具有 一 组 
不 多 余 的 生成 元 。 因 为 事实 上 我 们 可 以 从 任 一 个 生成 元 集 出 发 ， 
然后 消去 那些 可 以 用 其 他 生成 元 表示 的 生成 元 ， 

每 一 个 群 G 总 能 表 成 (2.22) 的 形式 ,例如 我 们 可 以 把 所 有 G 
的 元 素 当 作 生 成 元 ,然后 假如 需要 就 去 掉 多 余 的 生成 元 。 就 实际 
应 用 来 说 , 要求 尽 可 能 地 减少 生成 元 的 个 数 ， 
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只 有 一 个 生成 元 x 的 群 是 由 x 生成 的 循环 群 ， 可 以 写 为 
gp 人 {Z +。 为 了 说 明 这 个 概念 ,让 我 们 再 一 次 回 到 6 prae G( 尘 5,)， 
它 在 84 中 用 表 (v) 表 示 。 我 们 发 现 六 个 元 素 和 都 能 用 ea 与 6 表示 
如 下 


-o m a 一 


1—c?—(a?),a-—a,b—a?, 


c—c,d—ca,e-ca?, | (2.23) 
因而 在 这 和 情况 中 我 们 与 成 
G=gpia,c}. (2.24) 
另外 ,可 以 证 明 
G —gp(b, d), (2.25) 
因为 a 5 c, Dota EI TE BERE 0 5 d RH, RE 
a—b?, c-—db, 


在 (2.24) 或 (2.25) 中 的 生成 元 肯定 没有 多 余 的 , 因为 这 个 群 是 非 
阿 贝 尔 群 因 而 不 能 用 单独 一 个 元 素 生 成 ,假如 它 由 单独 一 个 元 素 
生成 ,那么 它 将 是 循环 的 ,因而 是 阿 贝尔 群 
认识 到 不 多 余 的 生成 元 仍然 可 以 用 非 平凡 的 关系 式 联系 起 来 
是 重要 的 ,比如 查阅 表 (Y) ,我 们 发 现 
ac --ca?, (2.26) 
它 等 价 于 : 
(ac)?—1, (2.26)' 
因为 (ac)2=acac=acca2=ala2 一 as 一 1， 不 可 能 解 出 任何 一 
个 这 样 的 方程 使 得 某 一 生成 元 可 以 用 其 他 的 生成 元 表示 。 X 
《2.26) 或 (2.26) 那样 的 方程 式 称 为 定义 关系 。 用 一 组 生成 元 和 
一 组 定义 关系 来 指定 一 个 特殊 的 群 常常 是 方便 的 。 我们 以 后 还 要 
回来 更 详细 地 说 明 这 一 原则 (第 五 章 )。 在 目前 情况 下 我 们 只 说 明 
方程 
43 一 C2 一 (ac)2 一 1 (2.27) 
可 以 作为 一 组 定义 关系 ， 的 确 , 包含 在 (2.27) 中 的 知识 足 以 构造 


& 13. É $1 43 


ee 


整个 滋 法 表 ， 和 首先 ,我 们 和 广 意 到 六 个 元 素 
1,a,a?,c,ca,ca* (2.28) 

肯定 是 不 相同 的 ， 例 如 假如 a 等 于 ca^. bz, ae, kija Me 
是 不 多 余 的 生成 元 这 一 事实 相 帮 慎 。 其次， 我们 利用 《2.27) 来 验 
证 42.28) 对 乘法 是 封 朵 的 。 例 如 

(ca)(cea2) 一 c(ac)a2 一 ccra2a2 一 C204 一 0， 

a*c — a(ac) — aca? —ca*-—ca, 
等 等 , 这 里 利用 (2.26) ,将 因子 有 规律 地 移 到 左边 , 直到 乘积 与 
(2.28) 中 的 某 一 个 元 素 和 相同 为 止 ， 在 这 种 记号 下 完整 的 乘法 克 如 


F: 

(Vii) | 1 a a C ca ca 
1 H a c ca ca 

a a a ca* € ca 

a’ a a ca ca C 

C c ca ca* 1 a a 

ca ca ca’ € a* 1 a 

ca* ca* C ca a a? 1 


它 还 提供 了 首先 在 84 表 (v) 中 所 呈现 的 那个 群 的 另 一 种 表示 方 


gt 


假如 4, B,C, ERE G 的 子 集 , 由 它们 所 生成 的 群 表示 

" | 
gp{A,B,C,..*}, 
它 定 义 为 全 部 有 限 乘积 的 集合 ,在 这 些 乘 积 中 每 个 因子 是 4 或 B 
X 0C.…: 的 元 素 或 这 样 的 元 素 的 逆 , 它 们 在 乘积 中 按 任 一 次 序 排列 
并 且 可 以 重复 。 假 如 我 们 把 所 有 4UBUCU…… 的 元 素 当 作 生 成 
元 ,这 就 归结 到 先前 的 生成 元 的 概念 。 因 而 我 们 同样 可 以 号 为 
gp{AUBUCU.:……}. 

当然 ,假如 4 是 子 群 ,我 们 有 A-—gpCA), 
$13. 直 积 我 们 现在 来 讨论 由 两 个 群 构 造 出 一 个 新 的 群 的 简单 


Aih, ix H 5 K etta ZIEH X 
Ho S eik u 与? "m H 5 K., 3X EESE B AERRURK 
G-Hxk. 


PRAH E K 的 (外 ) 直 积 . 集 G io T TUE PB x ax, 
(u,v)(u',v/) — (uu' ,vv'), (2.29) 
容易 证 明 结 合 律 适 用 于 G, 因为 乘法 在 H rpg K pie 结合 is. 
G 中 单位 元 素 是 对 
(lagy1r)， 
Eib lr 与 1x 分 别 是 与 K 中 的 单位 元 洪 。 还 有 
(u,v) 一 (人 0 ). 
全 H t; KONE k Bt k AaS RERE, RAH xK € kki 
HJ E, 
更 一 般 地 说, 假如 五， 号 EH. JEE ERE, CEI ETR 
H, "2 e.. x H, 
HNA r EIR 
(u1,u5, ** * ,U,) 
构成 ,此 处 u;C Hi( 1,2, or). TISELEBEAE T 重 元 3RHJ 每 一 
分 量 品 实行。 假如 每 一 此 ;是 有 限 的 ,那么 显然 


Hx Hx e x H IL 
i=l 
有 时 碰巧 群 G 与 它 的 两 个 子 群 瑟 5 KHERA, 
GSH xK, | (2.80) 
或 者 稍微 滥用 一 下 记号 . 
G=H xK, (2.30) 
这 是 在 下 面 的 情况 下 而 发 生 的 ， 
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(1) FE H 的 元 素 与 上 ARALAR, M, 假如 4 与 2 分 
别 是 五 与 K 的 任意 元 内 ,那么 
UV = VU, (2.31) 
(2) 每 一 元 素 x EG 能 表示 成 z= 二 wv 的 形式 , 或 者 更 简单 地 
写成 


G-—HK. | (2.32) 
(3) 五 与 天 的 交集 是 单位 元 素 , 即 
H(YK —1, (2.33) 


我 们 注意 (2) 与 (3) 等 价 于 单独 一 个 条 件 : 
(2^) 每 一 元 素 € C G SEE — 4,2) RES x — uv, Y buc H 天 
vCcK. 
因为 假设 (2) 与 (3) 成 立 , 又 假设 我 们 有 两 个 分 解 
L =UV =U; 
Jb ZA 
uj tu =vw t, (2.34) 
而 (2.34) 两 边 的 元 素 各 属于 互 和 五, 从 而 , 由 (3) 它 必 然 等 于 1, 
因此 u =u, 及 2 一 0, 这 就 证 明了 (2 ) 所 要 求 的 分 解 的 唯一 性 . 
E. BoEQOGONMGLEABxEwcCHOK. Sb w-—iw-wt 
是 ww BS DET 2 XE H n K 中 的 分 解 式 ， 从 分 解 的 唯一 性 我 
们 推导 出 w— 1, 
以 上 的 条 件 使 我 们 明白 , 每 一 元 素 rca 唯一 地 决定 对 Qu, 
v) ,此 处 WE 与 EK, 以 及 每 一 个 这 桩 的 对 都 出 现 , 因为 (%,2) 
HFR uoc. xb 
x0 — (uv) — (u,v) 
建立 同 构 (2.30) ,因为 由 (1)， 
(uv) (u/v/)0 — (uu/vv/)0 — (uu! ,vv'), 


类 似 地 ,我 们 有 
GzH,xH,x---xH,, 


leb Hi(i—1. 2, +, 7) 是 G BERE, H 4n P EE RUE GS 


AW mA nom len 
46 g hie PE hr 


T.. 


是 ， 
(1) fESSPAT HE H: H; 的 元 素 也 相交 换 ， 
(2 G 的 每 一 元 迷 x 能 用 以 下 形式 表示 
| L= UU" Ur, (2.35) 
Hab u EH, 
(3) Hif YAH,Ha* Hj; ,H; a H,— (0). 
KARAR OSG) RDA- 
(2) 分 解 式 (2.35) 是 唯一 的 ， 特 别 ,假如 
uU WUr 一 上 ， 
那么 由 (2 )， 
ui. m. =u, =], 
因为 1=11…'1 是 1 的 唯一 的 分 解 式 ， | 
当 一 个 群 已 经 表示 为 子 群 的 直 积 , 我 们 称 之 为 内 直 积 , 
pj 与 模 15 互 素 的 最 小 正 剩余 是 
1,2,4,7,8,11,13,14， = (2.36) 
它们 形成 一 个 8 阶 的 阿 贝 尔 群 ( 见 § 14)。 我们 将 看 到 它 与 两 个 分 
别 由 元 素 2 5 11 所 生成 的 循环 群 的 直 积 同 构 ， 事实 上 ,剩余 2 生 
成 4 阶 的 循环 群 , 即 
C,:1,2,4,8(2^—162 1(mod 15)), 
相似 地 ,11 生成 2 阶 的 循环 群 
C4:1,11(11?— 1212 1(mod 15)), 
BARREAREN MNRE, 我 们 只 需要 验证 条 件 (2.32) 与 (2.33), 
取 所 有 可 能 的 积 我 们 得 到 
1,2,4,8,11,22,44,88, 
关于 模 15 约 化 后 成 为 
| 1,2,4,8,11,7,14,13, 
因为 这 是 全 部 群 ,所 以 条 件 (2) 适 用 ,而 且 我 们 立即 看 出 
C,(1C5— 11]. 
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这 比 明 这 个 群 是 与 C4 x €; pem. 

下 下面 的 商 单 售 题 , 具 有 茶 些 独特 的 重要 性 ,将 在 下 一 区 用 旬 ， 

命题 6 设 G 是 一 有 限 群 ， 它 的 所 有 元 素 满足 方程 

x^—], (2.37) 
即 每 一 个 非常 位 元 康 部 是 2 阶 的 。 那么 G 与 下 面 形式 的 阿 贝 尔 群 
同 构 
CX OX» xO, 

因而 G 399r X 2 695. 

证 明 由 拉 格 朗 日 定理 的 推论 2.24 G 2 阶 的 (唯一 ) 群 时 ， 
mA EEA. ARGENT 2 的 群 , bx a 与 5 是 不 
等 于 1 的 不 相同 的 元 炒 。 根据 假设 ， 

a? — b*—1, 
所 以 
a-—a,b-—b'. 
EIR, BEJA a5, 由 (2.37), (a0)? - 1, 从 而 
ab-—(ab) i-—b^la !—ba, 
这 延明 了 G 征 阿 贝 尔 群 。 设 uiuo, s. u, 是 G 的 一 组 不 多 余 的 
生成 元 ,因为 @G 是 阿 贝尔 群 ,生成 元 的 乘积 可 以 用 这 样 的 方式 进行 
整理 ,使 得 每 一 元 素 可 以 表 成 规范 形式 
| ut usn u,"r, (2.38) 
但 是 由 于 有 (2.37) ,所 以 (2.38) 中 的 指数 可 以 限制 只 取 0 5 1, 
于 是 ,所 有 的 乘积 将 是 不 相同 的 ,因为 两 个 这 样 的 乘积 之 间 的 一 个 
Uj U?” «4, 7—], 
此 处 每 一 4 或 者 是 0 或 者 是 1， 这 将 使 我 们 能 够 用 另外 的 生成 元 
来 表示 某 一 个 生成 元 , 这 与 生成 元 是 不 多 余 的 假设 相 了 矛盾 . 因此 
规范 形式 (2.38) 是 唯一 的 ， 这 等 于 说 
=gplui} x gpiu x xgptu,), 
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因而 
G01% 0,x…xCs( 共 7 个 因子 ). 

8 14， 一 到 八 阶 群 的 概论 ， 我 们 还 没有 找到 成 功 的 方法 来 构造 所 : 
有 可 能 的 预先 指定 阶 数 的 抽象 群 ， 除 少数 简单 的 情形 外 ， 我 们 事 
先 也 不 知道 存在 多 少 个 这 样 的 群 ， 

可 是 ， 记 今 为 止 我 们 所 叙述 的 基本 方法 是 以 给 出 全 部 1 阶 到 
8 阶 的 群 ,因为 素数 阶 的 群 已 经 讨论 过 (定理 3, 推 论 2), 所 以 只 需 - 
要 更 详细 地 讨论 阶 g 等 于 

4，6 或 8 

的 情况 ， 

存在 两 个 4 阶 的 群 , 它 们 都 是 阿 贝 尔 群 . 

因为 假如 g =4, 不 等 于 1 工 的 元 幅 只 能 是 4 阶 或 2 阶 ( 见 定理 
3 ,推论 1). 

(1) 假如 G 包 含 一 个 4 阶 元 素 4a,， 这 元 素 生 成 G; 事 实 上 ,6 
的 四 个 元 每 是 

1,2a.a?,a?(a* —1), 

我 们 有 G = 二 04,4 阶 循环 群 . 

(2) 甚 次 ,假设 G 设 有 4 阶 元 素 。 那么 所 有 与 1 不 同 的 元 素 : 
都 是 2 阶 的 ， 我 们 从 命题 6 推断 


G —C;,xC; 
因而 G 由 两 个 元 素 e 5 b 生成 ,而 G 的 4 个 元 素 是 
1,a,5,ab, (2.39) 
We Ah 
a?—b*-1, ab=ba. (2.40) 


这 个 群 称 为 四 群 ( 殉 菜 因 的 "四 群 ”), 常 以 了 表示 . 

由 于 设 有 别 的 可 能 性 , 我 们 断定 任 一 四 阶 群 或 者 与 C4 同 构 ， 
或 者 与 V(mCix Cl. 这 些 群 的 乘法 表 普 经 用 另外 的 记忆 
在 34 的 表 (iii) 与 表 (iv) 中 表示 过 


一 
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m m md PIN, 


FERA GW, DR ARR DARAAN RA, 
(1) Rana AH 6RR G. 304A | 
G —gpiaj—C,, 

(2) 其 次 ,假设 不 存在 6 RER, MAE ADET BIG 
.的 阶 , 是 2 或 3 定理 3, 推论 切 ，。 因 为 G 的 阶 不 是 2 WR, 所 以 不 
是 所 有 G 的 元 到 都 能 满足 (2,37)， 因而 至 少 有 一 个 3 阶 元 素 a. 
使 得 


1,2,a* (2.41) 
ie G LIBI. du 
a*-—1, (2.42) 
(x Ane 是 G 的 为 外 一 个 元 么 ， 则 6 An 
1,2,a?,c,ca,ca? (2.43) 


是 不 相同 的 ， 象 我 们 对 列举 在 (2.28) 中 的 元 素 所 指出 的 那样 
假如 (2.43) 中 的 元 双 形 成 一 个 6 阶 群 ， 封 团 性 公理 必须 满 
E. 特别 , ce? 必然 是 这 些 元 过 中 的 一 个 。 我 们 不 能 有 一 个 形式 为 
c^— ca'(1—0,1, DOSE 因为 这 意味 。 属于 集 (2.41). 所 以 只 
R P T= Fre HE 
(a) n c?—a,(y) c?—a*, (2.44) 
f£ CA) SS Cy RS BUE P, 2638 e 不 能 是 2 阶 的 , 因此 必须 是 3 阶 
H9. 但 下 用 c 左 乘 (8) 与 (y) 的 两 边 , 我 们 应 分 别 得 到 1=ca 及 
1 二 ca ,这 两 个 等 式 都 不 正确 ,因而 我 们 断定 (c) 必 然 成 立 , 即 
c? —], (2.45) 
HR. BE ac, 它 必 然 是 (2.43) 中 的 元 素 之 一 。 既然 它 不 能 等 于 
e 或 者 等 于 4 的 某 一 次 项 ,我 们 只 剩 下 
Qc 二 Ca 或 者 ac=ca? (2.46) 
两 种 可 能 . 头 一 个 等 式 使 得 这 个 群 是 阿 贝尔 群 。 让 我 们 找 出 在 这 
情况 下 ac 的 阶 ， | 


(ac)? = a*c* = a 1, (ac)? — ae’ = e9— ez], 
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所 以 元 系 ac 必然 是 6 阶 的 , 这 与 我 们 最 初 的 假设 不 合 , 因而 
(2.46) 的 第 二 个 等 式 必 然 成 立 . 
i 


一 一 -一 一 一 一 -rom -一 - -= mm a 


ac = ca" 或 者 ,等 价 地 ,(ac) —1, 


这 一 点 我 们 可 以 参考 (2.26) 或 (2.26) 总 结 以 上 的 讨论 我 们 可 以 - 


说 ,假如 存在 一 个 6 阶 的 群 G 与 Ce 不同 ,那么 
G --gp{a,c} 
Wk MÀ JS TR 


a? —c? = (ac)! — 1, 


这 并 不 证 明 这 样 的 群 存在 。 但 是 我 们 碰巧 知道 确实 存在 这 样 的 


群 , 它 的 乘法 表 就 在 8 12 中 .因此 恰好 存在 两 个 6 阶 群 . 
存在 五 个 8 阶 群 , 三 个 是 阿 贝 尔 群 , 两 个 是 非 阿 贝尔 群 。 
一 个 8 阶 阿 页 尔 群 容易 写 出 ， 即 
(1) Cs gní a), 此 处 a? — 1 Og iid Cviii)), 


(2) Cx €,—gp(a) xgp(5), ibuba*—b5?*—1, ab=ba (后 


ix (ix)). t 
(3) Cox Cx C,--gpía) xgpíi5)xgp (c, 此 处 a? = b? = E 
cH 1. abba ,bo— cb, ca - ac (FHR 0). 


RARER UERS- EX RYE. RITA ERE. 


是 所 有 可 能 的 8 阶 阿 贝尔 群 ， 但 是 我 们 将 在 这 里 根据 前 面 讨论 的 
原则 推导 出 这 个 结果 . 假如 这 个 群 包 含 一 个 8 阶 的 元 素 , 则 它 一 
XE AERE Ca. 而 假如 所 有 与 1 不同 的 元 素 都 是 2 阶 的 , 那么 它 与 群 
(3) 回 构 , 


因而 我 们 将 假定 与 1 不同 的 每 一 元 于 或 者 是 4 阶 的 或 者 是 2: 


和 粉 的 ,而 且 至 少 存在 一 个 4 和 阶 元 素 a, 此 处 


at=1, a^x1, | (2.47): 


假如 5 是 不 含 于 gpta}y 中 的 一 元 素 , 那么 八 个 元 素 
1,a,a?,a3,b, ab, atb, a?b (2.48» 


PE 
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在 不 相同 的 ,因此 构成 整个 群 ,假如 这 样 的 群 存在 的 话 . 
TÈ 05 一 定 是 这 些 元 素 中 的 一 个 , 而 且 事实 上 一 定 是 前 四 个 
元 素 中 的 一 个 , 因为 上 不 是 a hR. EA 5? — a x b? — a* 4^ A tH 
除 ,因为 它们 将 意味 的 阶 是 8， 因此 还 有 两 种 可 能 性 
(a) b^—1 或 (B) V=a, (2.49) 
(a) 假设 b^—1, RH ba 一 定 是 (2.48) 中 最 后 三 个 元 素 之 


(a,i) 假如 ba= a2, 这 个 群 是 阿 贝尔 群 , 它 就 是 (2) 中 所 举 出 
的 群 . | 
(a,ii) Bin ba — a?b, JL ERE SE HE 71a?b — a , M Tfi 

(b-1a?b)? —b-71a!b —b-115 —1-- a?, 
然而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 我 们 必须 断定 
(a,iii) ba 二 a30, 或 者 ,等 价 地 , (a5)?==1， 由 下 面 关 系 式 
a^ —b?-—(ab)?—1 (2.50) 
所 定义 的 群 事实 上 确实 存在 , 它 用 Ds 表示, 称 为 8 阶 的 二 面体 群 
ERG). 它 属 于 以 后 会 讨论 到 的 一 类 群 , 那 时 结合 律 将 被 
证 实 (还 参看 习题 7)， 

(£) 假设 =a, 在 这 种 情况 下 a 与 5 都 是 4 阶 的 ，ba 又 
一 定 是 (2.48) 最 后 三 个 元 素 之 一 ,我 们 将 依次 考虑 ; 

(8,1) 假如 pa=a2， 这 群 是 阿 贝 尔 群 元素 一 ap -1 是 2 
阶 的 。 既 然 ba-I=c 是 2 阶 的 且 5= crla, 生 成 元 六 可 以 用 e 代 
亚 , 因 此 八 个 元 素 可 以 写成 象 (2.48) 中 的 那样 , 不 过 用 c fei b, 
我 们 又 得 到 群 (2). 

(8,ii) 关系 式 ba —a?b 是 不 可 能 的 ， 因为 它 会 导致 4 — b^b, 
即 a 二 ,这 是 不 允许 的 ， 

(Ciiiy 瞧 一 剩 下 的 选择 , 即 ba = a?b, 是 可 以 实现 的 ， 我 们 
:将 看 到 ,这 导致 下 列 关系 式 所 定义 的 群 : 

a^—1, Qa=b, ba-a, (2.51) 
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为 了 说 明 这 样 的 群 的 确 存 在 ,我 们 构造 一 个 忠实 的 矩阵 表示 。， 


y 一 上 0 
4=| | Lyc) s-i, ,| 


读者 不 难 证 实 这 些 矩 阵 在 适当 改变 记号 之 后 满足 关系 式 (2.51)、 
也 不 难 证 实 下 面 八 个 矩阵 | 
1,A,A4?,4*, B, AB, A^B, AB 
是 不 相同 的 , 因此 构成 一 个 乘法 矩阵 群 , 它 与 按照 (8, 证 ) 所 规定 
的 群 同 构 . 
这 群 称 为 四 元 数 群 (后 面 表 (xii))。 我 们 想起 四 元 数 就 是 起 
复数 


aol + "NES Aj T azk, 
此 处 系数 ao at aa, a3 ERR m 
1,?, 3, & 
满足 方程 


或 者 ,等 价 地 ， 
i 二 1， i=j}, ji 二 97 


除开 记号 不 同 ,这 与 (2.51) 一 致 ， 
总 结 以 上 对 8 阶 群 的 讨论 ， 我 们 附 上 五 个 可 能 的 8 阶 抽象 群 
的 完整 的 乘法 表 


Cs=gp{a}, a*—1 
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1 ü q? a? a* g5 a? a 
1 1 a a? a^ a* a^ a? a! 
a a a* a a* a g a! 1 
a* a* a? a* a^ «a? a 1 a 
a? a^ at 5 a? a 1 a a* 
a* a* a? a^ a! 1 a a a? 
a? a^ a? a' 1 a a’ a? a* 
a" a* a 1 a a* a? a* a? 
a! a 1 ü a* a^ a* a? a* 
[3& CviiiD ] 
C,xC,—gpí(a) xgpí(b), at=b?=1 
1 a a* a? b ab  a'b ab 
1 1 a a* a? b ab ab «wb 
a a a* a? 1 ab a'b ab b 
a’ a* a? 1 a ab Jab b ab 
a? g? 1 a a? a?b b ab atb 
b b ab atb atb 1 a a* a? 
ab ab ab  a*b b a a* aè 1 
a'b a'b ab b ab a’ a? 1 
a?b atb b ab a*b a? 1 a a? 
CE (ix2] 


Cx 0x Co—-gp(a X gp{b} x gpí c), a?— b? —c?^—1 


[3€ 32] 
WERE. at—b2— (ab)?—1 


1 a a a? b ab  a'b ab 
1 1 a a a? b ah ab ab 
a a a* a? 1 ah ab ab b 
a’ a! a* 1 a ab ab b ab 
a? a? 1 a a ab ò ab a'b 
b b ap a&b ab 1 a* a? a 
ab ab b ah a'b a a? a? 
a?b ab ab b a? a? a Í a? 
a?b ab ab ab b a? a à 1 
[3€ (xiD ] 
四 元 数 群 ，a=1,a?=0?,ba — a?b 

1 a a a? b ab œb ap 
1 1 a a’ a? b ab œb nb 
a a a? a? 1 ab ao cb h 
a a” a? 1 a ab ab b ab 
a a? 1 a a* a?b b ab ab 
b b ab a'b ab a* a l a? 

ab ab b 3b ab a? a’ a 
ab ab ab b a*b 1 a? a* a 
a?h a?b a'b ab b a 1 a? a* 

[Xaxi] 


8 u/ amem. 在 本 章 开头 我 们 定义 了 两 个 子 集 的 乘积 ， 现在 
我 们 来 考察 两 个 集 都 是 一 个 群 的 子 群 的 情况 ， 我 们 将 会 看 到 两 个 
子 群 的 积 不 总 是 一 个 子 群 。 但 是 在 有 限 子 群 的 悄 况 中 可 以 得 到 关 
于 乘积 中 元 素 个 数 的 明确 知识 . | 

定理 5( 乘 积 定理 ) () 设 4 与 B 是 子 群 那么 子 集 4B 是 
一 个 群 当 且 仅 当 


AB= BA, (2.52) 
(i) 在 有 限 子 群 的 情况 中 ， 入 人 一 ?ANBI = 
那么 不 论 (2， 52)7& d» x x, 总 有 E 


|AB| 2[BA| —ab/d. 
证 明 (D 因为 4 与 了 是 子 群 ,我 们 有 42=4 及 丑 一 2， 站 


Lo 
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4c. xix (2.52) jr, e H — AB, B ZA 
H?= ABAB= A?3B! —AB—H. 

这 证 明了 五 的 封闭 性 .显然 ,1E8, 因 为 1E4h4 及 1€B， 最 后 假 
如 4 与 5 分 别 是 A 与 B 的 任意 元 素 , 那 么 b-ia-'E BA, 因而 , 由 
(2.52), b'a tE AB=H, Np (ab) HEH, XE T H EREE 
J. . . 

反之 ,假设 五 二 4B 是 群 ,因而 假如 4 与 5 分 别 是 4 与 B 的 任 
意 元 素 , 那 么 ab€EH, a b !CH, w Alad) EH, Bba 
EH, XER 

BACAB. 
Fpl, b'a = ab Jf 4b a1 A b 2r AE 4 与 B 的 某 个 元 素 , 因 
mi (a7) = ab =b la, 71, Bp 
A BC. BA, 

因而 我 们 断定 AB-— BA. 

Gi) iz D 二 4 人 YB。 因为 D 是 B 的 子 群 ， 我 们 可 以 将 如 分 
解 成 对 于 D 的 陪 集 ,比如 说 


| B-—Dt,UDt,U---UDR, (2.53) 
此 处 
DEN Dt 假如 os7 (2.54) 
及 
n —b/d, (2.55) 
用 A 7:3& (2.53) ,注意 因为 DC A, AD — A, 我 们 得 到 
AB — AGQUAGU- UA, (2.56) 


我 们 断定 (2.56) 右 边 任意 两 个 陪 集 没有 一 个 公共 元 K NARA 
不 是 这 样 ,我 们 将 有 下 面 这 样 形式 的 等 式 

Ub — Wot;, 
此 处 uu, uc A KR ij. DB 


tt; 1— ul lus, 


el WEH — Mam DI MM tr "| IER gr i a a e a 
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于 是 根据 (2,53), 上 去 左边 的 元 素 属 于 TAPA T c A. 
因而 每 边 都 表示 D 的 一 个 元 素 ， 但 是 (0; € D 意味 Dt, — 


scio [UC OHNE) xin. 


M MON a 个 元 素 ,我 们 有 
|AB| =an=ab/d. 
显然 ,以 上 的 证 明 对 4 5 BRRR, pi e | BA] —a6/4. 
16。 双 陪 集 。 我 们 曾经 在 § 10 看 到 ,一 个 群 对 于 某 一 子 群 的 陪 
集 的 分 解 , 可 以 看 作 一 个 集 相 对 于 适当 定义 的 等 价 关 系 划 分 成 不 
所 的 等 价 类 的 例子 ， 
现在 ,我 们 仿照 查 楼 拜 尼 斯 (Frobenius) 的 做 法 ,讨论 为 一 种 
等 价 关 系 , 它 涉及 两 个 子 群 . 设 4 与 B 是 G 的 子 群 , 它们 可 以 相 
f. 我 们 说 两 个 元 素 sy € G 是 等 价 的 ,写成 xo y 假如 存在 元 
3xSucAfnwuc BIB8 
y = UN, (2.57) 
容易 验算 这 是 G 上 的 等 价 关 系 , 因 为 
(i) r~a, AHARIAK «=1,9=1, 
Gi) án xy, BA y~r, HA .5D ER r=u yo, 
(iii) fin ~y, y~z, Bl y —uzo, z—u'yv', Aku’ EA, 
*/CB,352,z—(u'u)x(vv/ ), PEA r~z. 
因此 ,根据 上 面 的 等 价 关 系 的 定义 , 集 G 可 以 分 成 不 相交 的 
等 价 类 .包含 + 的 等 价 类 是 复 形 ArB, CRA G 对 于 4 与 8 的 
双 陪 集 。 我 们 从 每 一 等 价 类 中 选择 一 个 代表 就 得 到 分 解 式 


G= (J 4B. (2.58) 


此 处 了 可 能 龙 无 限 的 指标 集 ， 它 与 双 陪 集 一 一 对 应 ， 显 然 ， 
《2.58) 是 左 或 右 陪 集 分 解 式 的 推广 , 只 要 取 4 R B 为 平 几 群 {1} 


就 可 以 看 出 这 一 后。 与 单 陪 集 分 解 式 不 同 的 是 ，(2.58) 中 的 双 陪 ， 


集 一 般 不 具有 相同 的 基数 . 


(s. SM ER, TE 
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当 G 是 有 限 群 时 ,我 们 要 进一步 讨论 这 个 同 题 ， 设 1G|=g， 
141=a 及 1B8|=6， 首 先 ,我 们 注意 到 复 形 AGB 5g (71 44)B 具 
有 相同 基数 ,因为 将 wtiv 5j 611 (wtiv) 对 应 是 这 两 个 集合 的 元 素 之 
间 的 一 一 对 应 ， 因 此 | 

| AGB| —- |; AG) B]. 
因为 t1 AG 是 一 子 群 (参看 § 9) ,及 
I4; 1 At, — | A| =a. 
应 用 定理 5 到 子 群 友 AUOMLB ,我 们 得 出 
| At;B | — ab/d;, 
此 处 94 一 | 大 :4 站 五 |。 整 理 这 些 结 果 ， 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 6 (Frobenius) 设 G 是 2 阶 有 限 群 ,4 与 BB 分 别 是 4 阶 
与 已 阶 的 子 群 那么 存在 元 素 自 ,如 …… 扩 使 得 G 是 双 隘 全 的 不 
相交 的 并 ， 即 

G — AGQBVJ)AGGBVJ)- UAŁB. 
At; 5 T x X 897 XX 


ab / d;, 
此 处 
d;-— UR AQ(1B| e 
从 而 | 
g —ab d;i. (2.595 
i=l, 
>J 题 


(D iE D=XNY k M-gp(X, 了 )， 此 处 互 与 了 是 群 G 的 非 空子 集 。 
证 明 ， 假如 Z 是 G 的 另 一 子 集 , W 
XnYnZ-DfnZ;gp( X,Y,Zj -gptM,Zi. 
(2 设 D= ANB ,此 处 4 与 B 是 G 的 子 群 ,证 明 , 假如 4%,vE ACC) Be, 
lbs s. (EG, BA Du= Dv， 导 出 当 [G:41 与 [G:B1 是 有 限时 ,[G:DI 
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-Mir EE 一 一 一 一 一 一 - — 


LG:AJLG:BJ. (E m3tog BB) 
(3) 证明， 假如 4 与 B 是 阶 互 深 的 有 限 子 群 ， 那么 ANB 只 包含 单位 
(4) 证 明 一 个 阶 为 合 数 的 有 限 群 具有 一 个 真子 群 。 
(5) d£! 8 阶 二 面体 群 ( 表 (xi)) 的 所 有 4 阶 子 群 。 
(6) 证 明 表 v(8 4) 的 群 可 以 用 下 面 的 关系 式 定义 
c?—d'-(cd)!—1. 
(7) VE e— exp(2 xi/n) EAE n ELE 1 KESS, IE RE 


e 0 0 1 
a=; ve ?7l N 
形成 2% 阶 二 面体 群 Da 二 gp{a,5} 的 一 个 忠实 表示 。D， 由 下 面 的 定义 
a" —b*-—(ab)'—1. 
(8) 设 6=exp(xi/m), 此 处 m ERF 1 WEY. WEHE 


0 0 0 1 
4=-[， 中 si 
0 1/8 —11 


形成 4m BEXRUR IR EERS— iB SEXO. REH PARAR 
a!" —1, b'-(ab)*-a". 
(9) 证 明 假 如 12 阶 的 非 交 换 铬 包含 一 个 6 阶 元 素 ,那么 它 或 者 与 同 阶 
的 二 面体 群 同 构 ,或 者 与 同 阶 的 双 循 环 群 同 构 . 
(10) 证 明 与 21 互 素 的 剩余 形成 一 个 (乘法 的 ) 阿 贝尔 群 , 它 与 C.x C: 同 
(11) $ X =gpis EH r 生成 的 无 限 循 环 群 ， 又 设 已 三 gptz + ， 此 处 
了 EISE upHJ X:Rj-r. 


"i + 
mp 


EY VC 


m u 
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$ 17， 共 固 类 .在 上 一 人 章 中 我 们 曾经 讨论 过 将 群 G 对 于 G 的 其 一 
子 群 分 成 等 价 类 的 方法 ,现在 我 们 将 引入 男 一 种 等 价 关 系 . 
定义 4 ikahb AEG YRA, 49 G 中 存在 一 个 元 
X* 04843 
b -—t^lat. (3.1) 
我 们 说 t 将 4 变换 成 5， 在 现 阶段 ,我 们 对 完成 变 e 的 元 GERM 
别 感 兴 趣 .、 应 该 注意 ,对 于 给 定 的 4 与 5 ， 可 能 不 止 一 个 元 素 t 
满足 关系 (3.1)。(3.1) 却 的 右边 有 时 缩写 为 和 ， 即 我 们 使 
a! —ít^lat, (3.2) 
假如 对 于 某 一 t 存在 关系 (3.1) ,我 们 暂时 写 为 2 一 Ga。 我 1x3 
证 这 是 一 个 等 价 关 系 ， 因 为 / 
G) a~a( 自 反 性 ), 取 t=1， 
(ii) b~a m a~2( 对 称 性 )， 因 为 假如 (3.1) 适 用 ,那么 
a—=t0t 1 — (t 1) ?b(t ),BrD ab, 
(ii) 假如 a~b K bxc, JI A acc (可 递 性 )。 因为 我 们 已 
di a-t^lbt R b=s cs, HR bg, a= (st) !c(st), Hl acc, 
而 且 , 我 们 注意 到 共 圈 服从 重要 的 乘法 法 则 
(xy)'—x'y', | (3.3) 
此 处 x. yt JE G 的 任意 元 素 , 因 为 
(xy) —t Ixyli— (txt) (£3 yt) — x! yt, 
显然 ,(3.3) 式 可 以 推广 到 任意 多 个 因子 ,因而 
(Latge e Ep) =LI X Ehe 
在 (3.3) 中 令 yar 0E RE 1-1, CHE S HH 
1— x'(x71)!, 
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上] 
(æ) 1 —(x71)'. (3.3)' 

我 们 记得 ,在 一 个 集 上 定义 一 个 等 价 关 系 后 ,这 个 集 就 划分 成 为 不 
相交 的 类 ,每 类 由 与 茶 一 特殊 元 素 等 价 的 那些 元 素 组 成 。 在 目前 
情况 中 ,这 些 类 称 为 共 轿 类 .包括 特殊 2038 4 的 共 罗 类 以 (a ) 表 
之 ;上 包含 G 中 所 有 与 4 共 轨 的 元 聚 , 且 包 念 4 本 身 , 因 而 

(a) 2t1'atuUtzlatz!U-- 
我 们 可 以 假设 £1 1, En b 是 不 包含 在 (a) 内 的 元 素 ， 那么 5b5 生 
成 一 个 新 的 共 力 类 

(b) —silbs,Usa bs U. | 

Jt fa OE A HP) EERE 0.) S C b ) 没 有 公共 元 素 . 用 这 种 方法 进 
行 下 去 ;我们 得 出 G 的 共 思 类 分 解 式 ,因而 

G —(a)U(b)U(e)U-*, 
我 们 称 wa,2,c，…… 为 不 同类 的 代表 ,但 是 要 记 住 这 些 代表 不 是 唯 
一 的 ?事实 上 ,(a) 三 (a ) 当 且 仅 当 4 =s 'ax(xz€G). 

— 25 G JEJCPRISE HT ELTE AEG DR 2 009) 3E 9835 . A — REPE JEDE 2S 
可 能 包含 无 限 多 元 素 。 重 要 的 是 ,得 到 关于 构成 茶 一 给 定 类 的 元 
素 的 更 精确 的 知识 ,并 且 当 类 是 有 限时 诀 定 它 的 大 小 。 显然 ,类 

人) 只 包含 音 独 一个 元 素 1, 因 为 对 于 所 有 REP GRO GU (109 
] | E 
一 一 为 了 更 详细 地 考查 这 个 问题 ,我 们 引入 中 心 化 子 这 个 概念 ， 
设 4 是 G 的 固定 元 素 , 用 C (a) Eo G PB 5 0 36 1813 76 RH 
集 , 因 而 
C(a) - (£€G |ta—at), 
容易 验证 C(a) 是 G 的 子 群 ， 因 为 (i) RAS, (CCCo), WA 
a(st) —sat-—(st)a, Bep sic C(a),(ii)1 EC(a), Rii t 
= €C(a),BZ, t !a-at ! ,Bi 1-!1€E COQ(a). 
附带 提 一 下 , 除 韭 8 二 {1}, 否 则 总 有 |1C(a)| 之 2。， 因为 假如 
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4—1, J^ CCa) 2 Gif&An a51. WA a€ C(a) &. 1 €C(a). 

H, KIE GIF Cla) ARED REA, BI 

G —C(a)t;(i€ I), 

此 处 了 是 对 应 的 指标 集 ， 0 

我 们 断定 CCa) 的 陪 集 与 j(a) 中 的 元 素 一 一 对 有 » 这 个 对 应 由 
BEC TIS ZEE RE 

0:C(a)xx az, — (3.4) 
首先 我 们 必须 证 明 0 具有 明确 的 定义 , 记 住 CCa)e 可 以 等 同 地 写 
为 Cla)uz, 此 处 &% 是 C(9) 的 任 一 元 素 。 因 而 我 们 必须 证 朋 用 
ux 代 了 并 不 改变 (3.4) 的 右边 。 事 实 上 ， 
(ux) la(ux)—x iu laux =x lax, 

KHA uc€C(a).BESR x 是 G HEE BR ST 0 显然 是 到 类 (a) 上 
HWI. wa, REH 8 是 单 射 ， 因 为 假如 x+- as = 二 yiay， 
WA xry TEC), M CCGa)z-C(a)y. 因而 , 象 所 断定 的 那样 ， 
0 ERMIT. 

我 们 整理 这 些 结果 如 下 ， 

命题 7 设 4 是 G 的 元 素 ,C(a) 是 4 的 中 心 化 子 ， 那 么 共 罗 
类 的 元 素 与 G 中 CO(a) 的 陪 集 一 一 对 应 ,特别 ， 当 C(a) 的 指数 是 
有 限时 ,|(a)| = 二 [G:C(a)], 

推论 ”假如 G 是 g 阶 有 限 群 ,又 假如 js 是 (a) 中 元 素 的 个 数 ， 
3 h.lg. 

证 明 RIC) | -e, 那么 由 命题 rhum [eu Hl g caha. 

假如 有 限 群 G 具 有 & ARARA. al), 

a 是 一 组 代表 ,又 令 有 ,一 '(a;)| ,那么 
G - (ay U(as)U-**-U(a,). 

从 而 ， 计算 这 方 程式 每 边 元 素 的 个 数 ， 
= hit hat bh, 


这 个 关系 式 称 为 群 的 类 方程 ， 


(3.5) 
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8 _ 18， 中心， 与 G 的 每 个 元 素 交 换 的 元 内 所 形成 的 集 2 称 为 G 的 
中 心 。 因 而 
Z ={2 ltz =2t, HMA IEG). 

XE GTH, Bd 2S CO Bt An (21 zit, K d22 234, JPA 62122 
zil2;— 2:224, 所 以 2125€ Z; (i) tin tz — 26,32 2E BIA 
27E Z; (iil E22， 当然 2 总 是 阿 贝 尔 群 ,但 是 它 可 以 是 单位 元 
BE. 例如 ,在 6 阶 非 阿 贝尔 群 中 (参看 §4 表 (V))， 中 心 就 只 包含 
单位 元 素 , 显 然 ,G = 二 2 当 且 仅 当 G 是 阿 贝 尔 群 . 

中 心 的 元 下 的 特点 是 它 本 身 形成 一 个 共 轮 类 , 因为 nz 只 
Eo Ep dtu 34A tut z 对 所 有 的 1EC, 这 意味 2zE 民 ,由 于 这 个 
理由 ,中心 元 素 有 时 称 为 AKATA. Py iA 是 有 趣 的 , 因 
为 它 证 明 一 类 重要 的 群 存 在 非 平凡 中 心 . 

定理 7 dide G RCHIKRR.GRBSR[GI—p",9L Ab PX X "21 
m 0,352, G 85 Pri RÀ P' 阶 ,此 处 oux m, 

证 明 在 目前 情况 下 ,类 方程 (3.5) 成 为 

p^"—h,ths4t*Bh.. (3.6) 
IAE hal p"(a—1,2:**, RK),. BEAR PERR, XX XE EET hs 或 者 
等 于 1 或 者 等 于 2 的 寡 ， 我 们 已 知 k=l, Bud GE IC) 
个 a 的 值 使 得 h。 = 二 1， 则 我 们 能 将 (3.6) 写 成 下 面 的 形式 

p" =Ll+ ps, 
其 中 s 是 某 一 整数 .于 是 D 可 被 了 整除 ,因为 ! 是 正 的 ,我们 断定 
Up. Biz iRP4BJbWOX.HLZEJEbEFAB,. BeZRZ 
是 G 的 子 群 , 拉 格 朗 日 定理 提供 了 更 进一步 的 知识 , RIZ | — p^, 
此 处 oux m, 
8 19. 正规 子 群 . 中 心 化 子 的 概念 可 以 推广 到 G 的 任 一 非 空 子 
集 , 因 而 4 的 中 心 化 子 C(4) 由 G 的 所 有 那些 元 素 组 成 ,它们 与 4 
Ir) 4 — 7035 26 1 , B 
C(A) 5 (1]ta—at 对 于 所 有 a€ 4}. 
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象 先 前 那样 ,中心 化 子 C(4) 总 是 C 的 子 群 , 可 能 是 单位 元 子 群 . 
事实 上 C(4) 是 群 C(a) 的 交集 ,此 处 4 遍历 4， 当 需要 表示 C(4) 
与 包含 4 的 群 G 有 关 时 ， 我 们 更 精确 地 写成 Co(4)， 注意 ,一 般 
地 涪 
C,(G) —-G 的 中 心 . 
我 们 现在 讨论 一 个 不 同 的 交换 性 贱 念 ,给 出 一 非 空子 集 A.X 
们 考虑 G 的 这 样 一 些 元 素 。 ,它们 满足 子 集 间 的 关系 
sA= As. (3.7) 
因而 (3.7) 意 味 对 于 每 一 4€ 4, 存 在 a1,0;E4 使 得 sa 二 a18 
及 as 一 sas。 我们 留 给 读者 直接 去 验证 ,那些 满足 (3.7) 的 元 素 s 
形成 G 的 子 群 ， 这 子 群 称 为 4 的 正规 化 子 ,表示 为 N(4) ,或 者 更 
精确 地 表示 为 No(4)， 显 然 ,C(4) 的 每 一 元 素 肖 定 满足 (3.7) ， 
因为 它 与 4 的 每 一 元 素 交 换 ， 因 而 
C(A) « N(A). 
但 是 一 般 情 况 下 正规 化 子 大 于 中 心 化 子 . 
我 们 特别 对 4 是 G 的 子 群 ,比如 说 H 的 情 况 感 兴趣 ， 象 我 
们 已 经 看 见 过 的 那样 (8 9, 42 是 G 的 任 一 元 素 ， WAH = 
a Hs 也 是 子 群 , 它 与 媚 同 构 , 虽 然 一 般 情 况 下 与 鼠 不 相同 ,我们 
HH 5 H RR upDEDGÉXETEPNCX v5 Y mtus 以 产生 辐 
一 子 群 。 事 实 上 ,方程 
x Hx=y Hy (3.8) 
等 价 于 Haxy^—zy H, AA y ENH). Biifi(3.8) m »r tá 
且 仅 当 x=sy, 此 处 sEN(E)。 REHAK EA BEHIS—T 3E. 
FERA H=s Hs 当 且 仅 当 SEN(H)。 —— 
显然 鼠 和 X ( 感 ) ,因为 假如 wE 匡 ,那么 w-1Hu 二 五 (参看 §9， 
命题 3). | 
G 的 最 有 趣 的 子 群 是 它们 的 正规 化 子 是 整个 G 的 那些 子 群 . 
当 N(H)=G 时 ,我 们 说 五 是 G 的 正规 子 群 或 不 变 子 群 而 HE 
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H «4G, 
让 我 们 再 详细 讨论 一 下 这 个 极端 重要 的 概念 。 一 个 正规 子 群 的 特 
AE ERAS Ey ZINEA AAT Rl» HI 
rH-—HxH-—x'Hza,WBrüggxcaG, (3.9) 
更 明确 地 说 ， 假 如 3 是 G 的 任 一 元 素 及 对 是 正规 子 群 吾 的 某 一 元 
XA ZdEiE—TIUR€wCH 使 得 

x luxu. 
实际 上 ,为 了 证 明 Aq, NER EXE DERE 2€ G， 
和 HCH (3.10) 


就 可 以 了 。 因 为 假设 情况 是 这 样 ,我 们 就 能 以 x 代 >， 于 是 得 到 
xHx 0C H,.XxG[ftrE 
HCz !Hsz, 


它 与 (3.10) 一 道 间 味 H= Hz, f£g —^ BE G rn, br ocT TE 
{1}) 及 GG 本身 是 G 的 正规 子 群 。 一 个 大 于 1 阶 的 群 假如 除 这 两 个 
平凡 正规 子 群 外 没有 别 的 正规 子 群 , 则 称 为 单 群 ， 当然 ,素数 阶 的 
群 一 定 是 单 群 ,但 是 存在 合 数 阶 的 单 群 的 有 趣 例 子 ( 参 看 3 41) . Ia] 
贝尔 群 的 每 一 子 群 自然 是 正规 子 群 ,因为 (3.9) 是 交换 性 的 推论 .” 
为 了 验证 吾 在 4G 中 是 和合 是 正规 的 ,下 面 的 方法 经 稼 用 到 ， 
(D 假设 CG 用 生成 元 来 表示 (参看 8 12) ,比如 说 
G=gp{a,b,c, =}. 
假如 我 们 能 证 明 | 
a IHa-H,bHb—H,c!Hc-—H, m 
ABA a.b.c, ROSE NOI), 但 是 既然 这 些 元 素 生 成 整个 G ,我 
HER G=N(H), BH 4G., 
(2) 假如 所 给 ARH MERIKA edni 
H =gpi£i, £2, 83ste. 
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那么 如 果 对 每 一 1€G， 
rEH(i=1,2,3,...),， 
则 豆 <G， 因 为 由 (3.3) ,这 保证 这 些 Y 的 每 一 个 (有 限 ) 乘 积 在 1 
Aika TRAETH, BEA HICH, 
例如 , 设 G 是 814 中 表 (xi) 所 表示 的 8 阶 二 面体 群 , 设 
H —gpiíaj 
是 4 所 生成 的 4 阶 循环 群 .显然 ,aE NOH). B A bab-apN 
"njóHb !«H, [HH fübilo ja] $9. Ps ifü A AH In] Ky Br» FE 
pH2 — HORE b(—b ) 属 于 入 (如 ), 由 此 证 明了 N(H)=G. 
我 们 接着 将 集中 几 个 关于 正规 子 群 的 基本 事实 ， 
() 中心 总 是 正规 子 群 。 因 为 条 件 (3.9), 即 wx- Zw =Z 对 所 
有 xEG 肯定 满足 。 事实 上 ,甚至 对 于 2Z 的 任 一 元 时 o 我 们 都 有 
x zy-2. 
(ii) 假如 Ni, NS, IN LIE GELT E, RIZ 1169 3x e X UE. 
WT. ADRA x71 N a= Ní(G— 1,2, 0) TS BH 
wiNMNN MN e ANDIS NIONSGODON,. 
(ii) FH HÆG PRE, 5 B do G 2E AXE 53$ 
集 , 即 / 

H=(DU( UU ……， (3.11) 
因为 (3.11) 显 然 等 于 说 ,只 要 属于 匡 , 那么 x -wz t RFH, 
此 处 Y 是 G 的 任 一 元 素 ， 这 意味 x HI x CH ,因而 H «1G, 

(iv) 假如 瑟 在 G 中 的 指数 是 2, 那 么 五 <G. 在 这 情况 TE 
好 存在 项 个 4G 中 的 五 障 集 ,一 个 是 吾 , 为 一 个 是 GQ\H, 即 那些 不 
属于 五 的 G 的 元 素 ， 因 而 ;假如 1EQ\H, 那 公 Q\H=Ht， 同样 
的 讨论 可 用 于 左 陪 集 , 所 以 GNI —-tH JA Ht—iH,RELtÉEH. 
3j — Jj iit A w CH, H—Hw-wH, Hi H fe «H —Hx 
对 所 有 x€Gmomu.Hb HG. Hiin, HX 72 i RID AE B 
gpto} 是 二 面体 群 的 正规 子 群 . i 
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S 20。 商 群 ， 正 规 子 群 的 重要 性 主要 在 于 这 个 事实 : E 规 子 群 的 
陪 集 的 集合 能 够 县 有 和 群 的 结构 。 假设 五 <G, 并 考虑 两 个 陪 集 Hz 
E Hy WE. DS XH —H ax 及 H*—H EU 

Hxlly-—-Hllxzy-—llzry, (3.12) 
B3 PAR Pe ER RRXRAE—PESE. 注意 到 (3.12) 确 实 是 陪 集 间 的 关 
系 , 即 它 与 陪 集 的 代表 无 关 是 极其 重要 的 . 更 崔 确 地 说 ,我 们 趾 
定 , 假 如 Hx 二 Hzx' 及 Hy 二 Hy', 那 么 Hzxy= 二 Hx y EKE R 
R B A g r sur, y =vy, EAk u, vEH. 那么 wy = 
uxoy-uv'zy, Wb v È HEE nR. AR 所 要 求 
的 那样 ， 我 们 有 Hzx’y’=Hvy, | 

假如 我 们 利用 对 于 五 的 等 价 性 概念 ,事情 可 以 稍微 不 [838927 
式 提出 ， 象 在 $10 上 所 说 的 那样 ,假如 存在 元 素 ww€ 如 使 得 x' = 
ux RIVER xx. BXHxz-zrH,.dxd dup Rx 
xX! 二 wu ,此 处 ww EH， 因此 某 一 特殊 元 素 x€G 的 等 价 类 [zj 是 
与 陪 集 Hx( 二 x 如 ) 等 同 的 ， 于 是 (3.12) 表 示 了 等 价 类 的 乘法 , 即 

[zj[ly]=[xy]. (3.13) 
它 与 类 的 代表 无 关 ， 

由 于 (3.12) ETERA FERAE TE A AE BEPH BU. 这 产生 了 
一 个 希望 , 即 陪 集 的 集合 实际 上 形成 一 个 群 . 验证 结合 律 是 不 在 
在 困难 的 ,因为 它 适 用 于 所 有 的 子 集 ( 见 8 8). 对 于 陪 集 的 乘法 ， 
单位 无 素 是 作为 陪 集 的 群 H.pI2S 

H(Ht) — (Ht)H —Ht, 
最 后 ,Ht 的 逆 元 素 是 陪 集 HUC, BOSCH) (Tt) - H= (M) 
(It). 我 们 所 构造 的 群 用 G/H Xo R79 G OST HABUI EE.G/H 
的 阶 等 吾 在 G 中 的 指数 , 即 
IG/IT| -[G:H ]. (3.14) 
an BE NEAR [OUI T REI AE ERE S m HL Scb EJ Ae 中 最 重要 
AyNCEZ—. Bbippikf pm AU BAXmx. 


$ 20. " nt 67 


(1) G/H [897038 Je H WARE, ARHAN E T 集 Hu E 
《或 者 是 陪 集 的 加 法 , 当 G 用 加 法 写 出 时 (参看 8 10 RE). 

(2) HAP CRER H, ESETA, 

(3) 我 们 究竟 用 右 或 左 障 集 是 设 有 关系 的 ,因为 瑟 是 正规 的 ， 
因而 Hit-tH, 

(4) Wa — KOH Mut RERE 8 OL S 10). 

(5) 商 群 这 一 名 词 及 G/H3x—ii 9 FUB HEE 规 子 群 时 
A m. 

接着 我 们 将 要 讨论 儿 个 例子 来 前 明 商 群 的 概念 . 

(i) Wt Z E BUE TS Oni) SEE m> — AR H SER 
整数 ,那么 集 

Hl ,.0,3: m,::2 m,*-», km, | 
ÉR ZATI BN2SZJGEBEUZURSE.BOELHIÉGEAXAUYSBR. dip 
是 任 一 整数 ,我 们 能 写成 + 二 qm+7, 此 处 Oir m. BE am 在 
H 中 ,zx 位 于 陪 集 五 +7 中 ( 见 810 末尾) 考虑 到 7 的 可 能 值 、 
我 们 看 到 ， 
H(=H+0),H+1,H+i+2,.*:° ,H+i+(m—1) (3.15) 
是 不 同 的 陪 集 , 即 Z/H 的 元 素 。 这些 陪 集 与 和 的 元素 一 一 对 应 
(5,830.10). 假如 ,2m 的 元 素 暂 时 用 5,1,…*,m 一 1 表示 ， 
我 们 可 以 将 这 对 应 表示 如 下 ， 
H +r T, 
我 们 注意 到 在 这 个 对 应 下 合成 规则 被 保持 。 因 为 
(H+r)+(H+s)=H+t, 

此 处 t= 二 7 十 5(mod m) R 0-1« m, 835 Z nay jx d UL ox S 
为 


因此 我 们 断定 
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(ii) 在 四 元 数 群 中 (9 14 X (xii)), T$ a? — b? PR Ea 
b 交换。 因为 a 与 5 生成 整个 群 , 因而 a^ — 0? 与 四 元 数 群 的 每 一 
元 素 交 换 ， 央 此 
H —1Ua? (at=1) 

EERTECO RHEO). G/H 的 元 素 可 以 列举 如 下 

H,Ha,Hb,Hab, (3.16, 
国 为 我 们 预先 知道 存在 [LG :万 j=8/2=4 个 陪 集 ,而 (3.16) 中 的 陪 
集 是 不 同 的 ,这 一 点 易于 验证 ,例如 22=2Ua2， 因 为 G/ 末 是 4 
阶 的 群 ,因此 一 定 或 者 与 CRA Cox Ca 同 构 ( 见 $14)。 注意 
-到 G/H [4$ 5038 IAE 7I eT RCBELTCSRH , 这 个 问题 就 完全 解决 
T. SX ENG a*€H, (Hay =Ha= H ,?K W B& (Hb)? = 
HEEH ;最 后 ,既然 G/H 必然 是 4 阶 阿 员 尔 群 ,我 们 有 

(Habyj—(Hay(Hby-—H 

因而 G/H zC5;x C(I 8 13, 命 题 6.) 

(i) iz G-—GL(n,P)F En 次 一 般 线 性 群 ( 见 63 例 
Gv)) BUBUR UESTRE n xn Ep a—(a;,) B9 SR, JP aic F. 35 
么 行列 式 是 工 的 矩阵 形成 一 个 子 群 Z。 因为 假如 det u= dete = 
1 ,那么 det(uv) — 1 LA det au 二 1 以 及 单位 矩阵 属于 U， 此 外 
UG ,因为 假如 xEG, 那 么 det(xux)=det u=1, RERBA 
HATER a 与 5 属于 也 的 同一 陪 集 当 且 fX 当 det a=det8， 因 
为 这 等 价 于 ab ED ,因而 det(ab7!)=1, BARIT 列 式 可 以 取 F 
中 任 一 非 零 值 ,了 的 非 零 元 素 集 常常 以 FX LBS 

GJU = F*, 
例如 ,G 中 关于 口 的 横 截 CH, 8 100. ET f £X Æ pE diag(d, 1,1, 

,1) 所 提供 ,此 处 4 uJ F'*. 

娶 后 ,我 们 指出 一 个 关于 中 心 的 结论 , 它 有 时 是 有 用 的 ， 

命题 8 假如 GG 是 非 阿 贝尔 群 ,具有 中 心 2, 那 么 G/Z 决 不 
MAI). 
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证 明 假如 G/2 ZE TRE RE MA ZNA 陪 集 可 以 表示 为 
GZ 此 处 大 是 G 的 不 在 台中 的 适当 元 素 ,=0,， 土 1, 土 2 e. NE 
在 假设 Y 与 yY 是 G 的 任意 元 素 , 分 别 属于 陪 集 G 与 Qt ,我 们 将 有 
4 — z^, y — Zab, 
此 处 2:,23€ Z,. 因而 
zy — 24l* 2,0 — zz, yn, 
MG ERRE, 3T BS G8. 
推论 阶 是 TD2(P 是 素数 ) 的 群 必然 是 阿 贝尔 群 . 
证 明 HpEST.IZISET poxE p odRAniZ|—». RA G= 
Zz ,因而 这 群 是 阿 册 尔 群 ， 假 如 12| 尖 P27, 那么 121= 二 Pp 及 1G/2|= 
p. Am G/Z 将 是 人 牧 环 群 ， 而 由 上 一 命题 ， HE 排除 在 外 
的 ， 
$ 21. 同 态 。 群 的 结构 中 包含 给 出 所 有 可 能 的 乘 积 ab Bk Wi. 
在 第 一 章 (§ 4) 我 们 讨论 了 两 个 群 是 同 构 的 情况 , 即 它 们 具有 物 间 
的 结构 。 现 在 我 们 就 要 考虑 一 种 更 一 般 的 关系 ,在 这 种 关系 下 , 群 
有 着 相似 的 “结构 ”, 或 者 用 希腊 语 来 说 ,我 们 将 要 讨论 间 态 群 。 为 - 
了 把 这 概念 讲 得 更 精确 ， 我 们 假设 有 一 个 群 G 到 群 G’ 内 的 映射 
| 0:G—G'. | 
象 以 前 一 样 ,xEG 的 象 用 x0 表示 ， 所 以 4 — 60 是 G^ BE 
0 与 x 相 联系 的 唯一 元 素 ， 假如 ,对 于 所 有 x.ycG, | 
(x0)(y0) -(zy)0, ` 00 €T): 
我 们 称 0 是 局 态 映 射 , 或 者 更 简短 地 说 ,9 吓 G 到 G'P 89 B) 55. 
《3.17) 是 我 们 加 在 9 上 的 唯一 条 件 ， 下 面 几 点 必须 特别 注意 : 
(i) 设 1 与 1 分 别 是 6 与 G' 的 单位 元 素 ， 取 “=y™1 我 们 : 
4(19)—10, Bj 10 3k CHREIC, AmS 2). 
109-1. |. t (3.18). 
B4 RRA EG 的 单位 元 素 映 射 到 G RLR. MEL R 
如 我 们 设 y — 271,852, 1 (3.17) RE UU 
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2 10-—( x0). J (3.19) 
Gi) 我 们 不 要 求 映射 是 一 对 一 的 ,因而 可 能 发 生 2,0 — 2:6, 
而 Y1 天 zz?， 可 是 假如 等 式 b= rh dA xir. 那么 我 们 说 
4 古音 一 同 态 或 单 的 . 
(ii) 一 般 并 不 假定 6 是 满 的 , 换 句 话说 ,可 以 存在 C 的 元 素 
它们 不 是 G 的 元 素 的 象 ， 象 的 集 用 im 8 Zoo, 或 者 更 方便 地 ,用 
50 表示 容易 看 出 G9 是 G' 的 子 群 ( 它 可 以 与 G' RS) XXL, 
(x Anz, y' C G0, MITE E 76 38 v, y C G, [E f e — x0, y' — y0, 
[iif] a^y'—(xy90€ G0, th(3.18), M8 11€ 00 Kk (o) !cG0, 
zans EGO, 5—7; i. n3 6 是 满 的 , 即 假如 
G0 —G', (3.20) 
我 们 称 0 为 满 同 态 ， 同 构 的 特点 ( 按 以 前 的 意义 ) 是 它 既 是 单 的 又 
ATH » A SB TR] Ag HO UO "A XB. 在 这 种 悄 况 下 我 们 继续 用 这 
记号 G=, 
搂 者 我 们 将 要 证 实 一 件 重要 的 事实 ， 即 a 的 每 一 同 坊 映射 与 
‘的 一 个 正规 子 群 相 联 系 。 设 有 是 G 的 映射 到 1 的 元 素 的 集 , 这 
个 集 称 为 和 DR 28 0579 29 kerb, 首先 , 我们 将 要 证 明天 是 G 的 
子 群 ,假如 ,2EK, 那 么 Ww9= 二 0 二 1, 因 而 ,由 (3.17), (uv)9—1', 
181(3.18) A 1€ K, h (3.19), w ! C K,. Wb, K 还 是 一 个 正规 
子 群 , 因 为 假如 zkEG 及 %E 天 ,那么 | 
(x uzx)0—(zx-10)(u0)(a0) = (x0)711'(x0) —1', 
这 意味 x laux€ 及。 因而 我 们 已 经 验证 (3.10) 对 群 KEH, BI 
KAG. — (3. 21) 
当然 ， 可 能 发 生 K 是 G 的 单位 元 子 群 , XE — A HERE PIEBUSS E 
JR IH. 
命题 9 同 态 9 是 单 的 SARS ker0 ZEA PRIR. 
证 明 假设 4 是 单 的 , 设 wE kero, IA 10=u0=1. R25 6 
是 单 的 ,因而 4 二 1， 肥 之 ,假定 ker 96={1}, 又 假设 x0— y0, RA 
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《zy 71)0—(20)(y710) -Y',. Aig xy Eker 6, [yo xy 1—1, Hf 
=y. XWH f 0 Zi t. 
加 到 一 般 情 况 ， 我 们 现在 要 证 实 群 论 中 最 重要 的 事实 之 一 . 
定理 8( 第 一 * 同 构 定 理 ) d$ 0:G—G/ 是 G 到 @G' 内 的 一 个 
AS AARE G 与 核 下 ,那么 
G/K-G0, (3.22) 
证 明 我 们 必须 在 (3.22) 中 的 两 个 群 之 上 构造 一 个 双 8E 同 
态 ， 这 可 以 用 映射 ó k CRAS 0 不 同 ,但 与 4 有关， 
或 者 是 从 6 导出 的 。 我们 记得 ,G/K 的 元 素 是 陪 集 Ks, 而 G9 的 
元 素 是 形 为 «0 的 元 素 , 此 处 vEGCG， 而 所 有 天 7 HERRA WA! 
的 象 ， 因 此 试探 着 建立 一 个 一 一 对 应 办 EELA yg 47 7) , 
(Kx)j—x0, > (3.23. ex? 
晶 然 可 以 证 明 这 人 个儿 是 所 要 求 的 ,但 是 定义 (3.283) 没有 进一步 的 
证 明 是 不 能 接受 的 .因为 我 们 知道 达 xz 的 生成 元 素 Y 不 是 唯一 的 )， 
(8 10, 命题 5) ,于 是 我 们 必须 证 明 , 只 要 | | 
Kx=Ky, i . (3.24) 
那么 r0=y0. RAEM T 9 5 Jp (3.23) 定义 好 的 , 才 可 
护 止 不 举 的 不 相 容 性 ， 因 为 (3,24) 等 于 说 y= 二 wx, 此 处 EK. 由 
K 的 定义 ,w=1 , 因此 y9— «020—220, ERRERA. H 
在 我 们 能 够 着 手 证 明 办 具有 我 们 所 寻求 的 全 部 性 质 。 
(1) $5 是 同 态 ;因为 | EE X » 
(Kz)9(Ky)d —a0y6—(xy)0— (Kay)d. ? A S 
(2) é EWA: 这 是 明显 的 ,因为 在 (3.23) 中 x 可 以 是 G 的 
任 一 元 素 , 所 以 所 有 象 元 素 20 AAA o BALO - 
(3). 上 是 单 的 ,我 们 需要 证 明 .，- 
(Kz)ó —(Ky)9 


9 


mL (3.25) 
`z 


* 我 们 将 看 到 ， 有 好 几 个 同 鬼 定理 . 但 是 ,关于 它们 的 编 全 在 文献 中 是 不 一 致 的 . 


- 
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HA Kr-Ky, BH G2) iz. WAN 的 定义 #9 一 y9， 这 
iu vy l EK, eSt Kr=Ky, 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 这 个 定理 可 以 说 成 : G 的 每 一 个 同 


态 象 与 G 的 某 一 个 商 群 同 构 ,期 与 关于 核 的 商 群 同 构 ， 


为 了 使 描述 更 为 完整 , 我 们 指出 G 的 任 一 正规 子 群 作为 一 适 
当 的 同 态 的 核 而 出 现 . 设 N GG, AEI v:G—G/ N 定义 为 
zv—Na(xc€G). | (3.26) 
TES UOLPR.IG'—G/N. 容易 验证 (3.26) 是 一 同 态 因为 
(xv)(yy) - Nx Ny N xy —(xy)v. 
显然 ,事实 上 >» 是 满 同 态 , 因为 在 (3.26) 中 ,zx 可 以 是 G 的 任 一 元 


. 素 , 所 以 金 部 G/N 都 被 包括 了 . v 的 核 包含 这 样 一 些 元 素 vE G， 
;对 于 它们 ，Nw= N(G/N 中 的 单位 元 素 ), 这 等 价 于 条 什 EN. 


因而 kerv — N. Æ (3.26) rh Bráe X. BH ERA G 到 G/N EB 
然 映射 . 
我 们 用 8 20 中 的 例 (iii) 作 为 例证 ,此 处 G=GL(, F). R 
如 a EG RZ ERNE 
ô:G>F, 
它 定义 为 
aó — deta, | 
在 这 情况 中 , Gó- F* , 4h RE U = (a [det a= DER, eama 
G 的 正规 子 群 。 由 定理 8, 我 们 有 | 
| G/UczzFs*, 
与 前 面 的 结果 一 样 . : ES 
第 一 同 态 —— TORT 
K x [B BUR TOR BU dox! — x0 特别, 当 | 到 | 有 限时 ,， 象 群 :G9 d 
好 被 禾 盖 | 下 [| 次。 此外, 当 指 数 [G: 天 ] 有 限时 ,我 们 有 
[G0| -[G:K ]. mE (3.27) 
8 22. BRHF. it NIG 是 G 的 正规 子 群 。 我 们 想 要 考 E 
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G/N 的 子 群 ,研究 它们 与 G 的 子 群 的 关系 。 为 了 避免 泥 消 , 必须 
暂时 对 G/N 的 元 素 引 入 一 个 稍微 精致 一 扩 的 记号 ，G/ 久 的 一 个 
典型 的 元 素 将 写 为 (和 Nz), 以 区 别 于 由 | 六 | 个 G 的 元 素 组 成 的 子 
ENI., G/N 的 一 个 子 群 A' 是 某 些 元 素 的 集合 ,比如 说 
A'=(N)U(Nao)U(NOU..., (3.28) 
关于 G/N 中 的 合成 规则 它们 满足 群 的 公理 。 去掉 括 号 我 们 得 到 
G 的 一 个 子 集 
A=NUNaUNbU..….. (3.29) 
我 们 断定 , 事实 上 4 是 G 的 子 群 。 显 然 玉 C4, 因 而 1 EA4. FẸ 
次 ,假如 xz 与 y 是 4 的 元 素 , 那 么 (Nx) 与 (Ny) 是 4 的 元 素 , 因 
为 4’ 是 一 个 群 , (Nxy)E€4', 这 意味 ry C A, 最 后 , In xr cA, 
那么 (Nx )E4 ,因而 x EA, 因此 我 们 已 经 证 明 A 是 一 个 群 ， 
和 更 准确 地 说 
Nx Ax«G. . (8.30) 
有 反之 ,假如 4 是 4G 的 任 一 满足 (3.30) 的 子 群 , 我 们 注意 到 , 事实 
上 ,NIA4， 因 为 关系 式 x-!1NZ 二 入 对 所 有 G 中 的 4 适用 , 因而 
特别 对 于 所 有 4 中 的 x 也 适用 .因此 构造 商 群 是 合法 的 ， 现 在 
假如 (3.29) 是 4 对 于 N 的 陪 集 分 解 , 那么 , MES, 我 们 得 到 
A/N, BÆ G/N 的 子 群 ， 显 然 , G/N 的 不 同 子 群 4 和 与 B 导致 
G 的 不 同 子 群 4 与 B, CIRES N. 反 过 来 也 是 正确 的 ， 因 而 
在 G/N 的 子 群 与 G 的 那些 包含 N 的 子 群 之 间 存 在 一 个 一 一 对 
了 解 G/N 的 正规 子 群 关 于 这 一 氮 怎样 撒 述 是 有 趣 的 ， 我 们 
可 以 假定 这 样 的 子 群 以 4/ AN 的 形式 表示 ,此 处 4 满足 (3.30). 
于 是 | 
A/N GGI N (3.31) 
当 目 仅 当 ,对 每 一 x EG 及 每 一 a€ 有 4， | | 
(Nx) !(Na)( Naz) — (Na-'os) C AN, 
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这 等 价 于 条 件 
xr lazCA, 
换 句 话说 ,4 心 G， 我 们 总 结 这 些 结 采 如 下 ; 
命题 10 AA G/N 的 子 群 可 以 表 成 A/N , Jat 
N«A«G, 
VAAXA/N«QG/N 3 B. 3 
N«1A«qa. 
转 到 G/N PEZE, Boe (31) HAE, RATREUENE RUE 
(G/ N )/( A/ N ). 
幸好 ,由 于 下 面 一 个 定理 ,使 形成 商 群 的 商 群 的 复 玉 性 不 是 很 难 对 
^l. 
定理 9( 第 二 同 构 定理 】 设 W<G 及 4 是 G 的 正规 村 群 , 使 


N «]A«1G., 
那么 | 
(G] N)/CA/ N )zxG/ A, (3.32) 
证 明 ”考虑 映射 
ó:G/ N —G/A, 
它 由 以 下 规则 定义 
(Nz)ó—(Ax)(x€G), (3.33) 


首先 , 我 们 必须 验证 (3.33) 的 确 是 一 个 有 意义 的 定义 。 ^x 
集 wz,(3,33) 左 边 的 元 素 zx 可 以 用 wz 代替 ,此 处 %EN ,我 们 必 
须 证 明 这 代 趟 不 会 变更 (3.33) 的 右边 。 因为 NA, RIA vc 
A4, 所 以 Au A(8 9, 命题 3)， 从 而 Aux — Ax, 正 象 所 要 求 的 那 
样 ， 共 次 我 们 看 到 $$ 是 同 态 。 由 于 4 的 正规 性 ， 
(Nz)$(N y) - Ax) Ay) - (Avy) CN x y)9. 

显然 ,$ 是 满 的 ,因为 ,在 (3.33) 中 ,sz JE G 的 任意 元 素 , 序 以 4 的 
所 有 陪 集 都 会 在 (3.33) 的 右边 出 现 , 因而 
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(G/N)4-G/A, O (3.84) 
剩 下 需 寻 求 ker $。 现在 (Nx)Eker 9 4H [X 24(42) (A4), A 
AE G/A 的 单位 元 素 ， 这 等 价 于 条 件 xE4。 因而 ker 乡 是 陪 集 
(No) 的 并 集 , 此 处 a 遍历 4, 换 名 话说 

ker — A/ N, (3.35) 

利用 (3.34) 及 (3.35)。 我 们 看 出 (3.32) 是 第 一 同 态 定理 的 直接 推 
Ee o | 
我 们 再 一 次 回 到 同 态 的 一 般 情 况 

0:G—G'. (3.36) 
TXARA Ann SERE G 的 某 一 给 定 的 子 群 4 这 是 指 我 们 考 
虑 限制 映射 
0,:A—G', (3.37) 
它 由 下 面 明显 的 规则 所 定义 l 

a0,—a0 (acA). 
引进 新 符号 04 似乎 是 多 此 一 举 , 事 实 上 0 55 0, 之 间 的 区 别 有 时 
确 被 忽略 .但 是 可 以 坚持 (3.36) 与 (3.37) 是 不 同 的 映射 , 因为 它 
们 有 着 不 同 的 “定义 域 “\ 象 在 所 有 同 态 映 射 中 那样 , 象 群 

A’ — A0 ,( — A0) 

是 G 的 子 群 ,而 04 的 核 显 然 由 4 中 属于 8 的 核 内 的 元 素 所 组 
XX, , Bil 

ker 0 ,— Af ker 9, | (3.38) 
值得 更 详细 地 考虑 , 当 自 然 福 同 坟 

y:G>G/N, xv-—(Na) 

限制 到 G 的 子 群 A 中 时 ,会 产生 什么 结果 。 这 一 象 群 可 以 明确 地 
写成 

A'— Av ,—- U(Na), (3.39) 
此 处 a 遍历 4, 要 注意 这 个 并 集 可 能 包含 多 余 的 项 。 另 一 方面 , 4/ 
是 G/N 的 子 群 , 正 象 我 们 在 前 面 所 看 到 的 那样 ， 它 一 定 具 有 形式 


76 第 三 嫩 正规 子 群 


A =B/N itib NKB<G. 在 目前 情况 下 , 我 们 不 能 说 B=4， 
因为 4 不 必 包 含 六 ,所 以 4/N 可 能 没有 意义 ， 寻求 B 的 方法 已 
在 前 面 给 出 ,这 方法 就 是 将 (3.39) 中 的 括号 去 掉 , 因 而 
B=U Na (a€), 
这 可 以 更 精确 地 用 子 集 记 号 表示 出 来 , 即 
B=NA. 

用 男 一 种 方法 验证 B 是 一 个 子 群 是 有 益 的 。 因为 既然 X. 
EHH, Na=aN 对 每 一 个 4€ 4 成 并 ,因此 入 4 二 4NW， 因而 由 
乘积 定理 (8 15),B 是 一 个 群 。 因 而 我 们 注 达 到 


A»,=NA/N. (3.40) 
其 次 ,因为 kery= 和 ,我 们 从 (3.38) 推 出 
ker »,— A() N, (3.41) 


我 们 注意 到 ,作为 一 个 核 , ACYN. 在 A 中 是 正规 的 ， 
将 第 一 同 构 定理 应 用 到 »4。 上 ,有 
A/ker v AZ: Av, 
将 (3.40) 及 (3.41) 代 入 上 式 , 我 们 将 结果 写 在 下 面 ， 
定理 10( 第 三 同 构 定理 ) E N ZETE, Až GE- 


子 群 ,那么 
A _NA 
ANN™ N* 
值得 考虑 关于 正规 子 群 的 内 直 积 ($ 13). 假如 
G=HxK, | (3.42) 


那么 K 的 每 一 元 素 与 H Hg 8E—c5038 2618, 因而 假如 2EK, 我 们 

BHaEHvIHv-H. xia ucH, RA w'Hu-H(S 9, 命题 

3). 因为 每 一 元 素 xEG ARA e=uv, BB Z m Hxz—H. B 

JE HIG. RME KIG MAE- ERF, 4-831 XxGEMLT 
其 次 ,我 们 注意 到 
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g h. 


G/ESH. (3.43) 
Eau84K-—N,H-—A,iESIKH-HxK-G, H(|k-— 
(3.3852, C3. 43) AAR — [RAE PR PEL . wA, AAE 
证 .我 们 注意 到 .G 中 K 的 障 集 的 形式 是 Ku, peit uH. RAR 
dn x—uv(uC Hv C K)i&- G 的 任意 元 素 , 那么 Kx Kuv—Kvu 
— Ku, HA Kv— K . c lin Ku, Ku, Ab ui, € H, IBA 
uu; €H(|K-(O HE u= u2, Bm 

 Ku>u 

提供 了 在 群 G/K 5H ZZ IBI SUM FS] ds. 

显然 ,出 于 对 应 
(u,v0)«—»(v,u) (ucH,ockK), 
有 
| HxKzKxH.- 
S 2. THF. XEPIEGIGIEEGRAS TOR * 与?， 我 们 定义 它们 
的 换 位 子 为 

Læ, y]= aty yy. 
显然 ,[x,y] 二 1 当 且 仅 当 xy 二 yw。 我 们 对 于 当 0 与 y 遍历 GQ 时 
所 有 换 位 子 的 集 感 兴趣 ,这 个 集 一 般 并 不 形成 一 个 群 ,因为 两 个 换 
位 子 的 积 不 是 总 能 够 表 成 一 个 换 位 子 (这 是 一 件 怪 事 ,以 致 这 种 类 
败 仅 在 相当 复杂 的 群 中 才 变 得 明显 )， 无 论 如 何 , 我 们 可 以 构造 一 
个 群 , 它 由 所 有 的 换 位 子 所 生 忒 ,这 个 群 称 为 G 的 导出 群 或 换 位 子 
群 ,而 常用 G' 表示 , 即 | 
G' —gp([z, ylz,y € a). " 44) 

因而 G' 的 典型 元 素 是 有 限 个 换 位 子 的 稳 ， 显然 , G'= {1} 当 且 仅 
当 G 是 阿 贝 汞 群 ，G’ 的 主要 性 质 搜集 在 下 面 的 定理 中 .… 

定理 11 (D 导出 群 G X G 85 JEEP. 8 GIG T8 LR 
ZR. (d) dde H&G 的 任 一 正规 子 群 ， RA G/H & f 8E, 
# Z G'«H. 
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证 明 (i) 为 了 证 明 GG AXE 


对 所 有 EG, 
[s y EG 
部 可 ( 见 (3.2) 与 (3.10)).， 由 规律 (3.3) 与 (3.3) ,我 们 有 
[x,y]|—ix',y']. 


既然 右边 是 一 个 换 位 子 , 它 就 属于 GL Nme <I. 其 次 ,我 们 
将 证 明 陪 集 G'z 与 G'y 交换 ,或 者 ,用 不 同 的 符号 ， 
[Gx/,G'/y]— G', 
因为 Lx,yjEG’, 所 以 
[G'z,G'y]— (G'z) (Gy) (G'z)(G^y) 
—G'x y Ixy-—G'[x,y ]-G', 
因而 G/G 是 阿 贝 尔 群 
(i) Bán HIG, ROURE H R G^ 重复 上 面 的 计算 , 就 能 
得 出 | | 
[Hz,Hy]—H|v,y]. 
34 G/H 是 阿 贝 尔 群 时 ,左边 约 化 到 G/ 的 单位 元 素 , 即 H , TÈ 
我 们 推导 出 Lz,y] EH.. BN v t y mE, 那么 G 的 每 一 此 
成 元 属于 瑟 , 从 而 CSH. : 
我 们 以 证 明 下 面 的 结果 来 结束 本 节 ， | 
命题 11 设 4 与 BB 是 G 的 正规 子 群 ， 使 得 ANB= (13. æ 
么 由 的 每 一 元 素 与 五 的 每 一 元 遍 交 换 。 
证 了 明 EST 
c—ga ib lab, 
jeit a 与 5 分 别 是 4 与 有 的 任意 元 素 ， 既 然 4ddG， 那 么 a1 二 
b-iabE A, 因此 c=a-!ial€4, 类 似 地 可 证 c € B. He Eang- 
{1}, 从 而 c= 二 1, 期 60 一 pa。 | 
$ 24. BN. 当 G 的 象 群 与 9 重合 时 ， "es 
构 类 型 ，G 到 本 身上 的 同 构 : 
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a:G—G 
RABAH. 特别 a Æ GAHI ERRI, BI a 置换 G 的 元 素 ， 
当然 ,有 反 过 来 就 不 一 定 正确 ,因为 除 此 之 外 a 还 必须 满足 关系 
(xy)a—(za)(ya)(z,y EG), (3.45) 
EJES 8 中 的 讨论 ， 我 们 断定 G 的 所 有 自 同 构 的 集合 在 映射 的 合 
成 下 形成 一 个 群 ， 假 如 
p:G—G 
在 万 一 个 自 同 构 , 我 们 用 eB RE a- Bx 与 8 的 积 。 因而 
ap 在 元 又 3EG 上 的 作用 用 下 面 的 规律 定义 : 
z(ag) —(xa)B. pot (eS 
G 的 所 有 自 同 构 的 群 以 ACG) Xeon IRA G 的 自 同 构 群 。4(G) 的 
*& yr 7C ATH. Se EE I] AJ c, "EEG 的 每 一 元 么 不 变 , 即 
zxi—ax(rc€G). (3.46) 
a BLA e 表示， 因而 xa ! 是 G 的 唯一 元 素 y 它 满足 ya 
一 %; 对 每 一 +, 这样 的 元 素 存 在 ,因为 a 是 满 的 ， 
既然 a 是 单 的 ,所 以 kera — (01). 这 意味 着 a 保持 每 一 元 素 
的 阶 ， 因 为 假如 y= 二 xa K x" 二 1, 那 么 由 (3.45)， 一 
1=7x”"a=(xa)”=y” 
因而 y 的 阶 不 大 于 y 的 阶 ， 几 c 一 代替 a, 我 们 导出 相反 的 不 等 
A. Nm x 与 y 具有 相同 的 阶 , 它 可 以 是 无 限 大 ， 我 们 将 G 的 国 
定 元 素 6 与 映射 + 
人 
-联系 ,rz 由 下 式 给 出 | | 
axr—z'(-—txt)(xc€G), |. (8.47) 
等 式 (3.3) 说 明 c 是 G 到 本 身 内 的 同 态 ， 实际 上 它 是 一 个 自 同 构 ， 
Bd x'—13&k x-—1, 因而 = 的 核 缩减 到 单位 元 素 。 从 而 , 由 命 
RH 9, v 是 单 的 .还 有 ,假如 y 是 G 的 任 一 元 素 , 则 存在 x 使 得 x'= 
Y Hl x 二 ty 二 ,因而 7 ER. (3.47) 3X FE HH JE BE SE ILES EI Ed 
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构 称 为 G 的 内 自 同 构 ,不 是 内 月 间 构 的 日 同 爸 称 为 外 目 同 构 . 
下 面 ， 我 们 证 明 所 有 内 自 同 构 的 集合 T(G) 在 联 对 的 合成 下 
形成 一 个 群 。 比 如 , 设 0 龙 力 一 ME TA HRA B EF 
|» &o0o-—s lxs (XEG), 
mA | 
xro —(t^xt)o—s lt lats 
—(is) !Ix(ts), 
Hj | | 
x'r'—-zU. 0 . (8.48) 
因而 合成 映射 ro 对 应 于 通过 ts ERRE, 这 证 明了 TCO 
封闭 性 . 显然 ,ET(G), 因 为 我 们 可 以 取 (— 1, r 对 应 EE 
PERHE, Bj 
xv 一 tt (x€G), 
KTE ICG) EREA R h P 而 的 命题 所 提供 ， 
nns 12 A ZG TTA 
1(G)xG/Z, 
证 明 JC% t 与 由 所 导出 的 内 自 同 构 e 之 间 的 对 应 确定 为 
映射 | 
o6:G—I(G), . ^ (3.49). 
| iD=—r (EG), | 
AC SEN (3.48) EBH (LS) — (0) (s), HD D ERR. WAPE 
满 的 ,因为 每 一 个 内 自 同 构 都 由 D 作用 在 一 适当 的 G 9503s E ifi. 
得 到 ,因而 / 
G= I(G), 
其 次 ,我 们 想 要 求 ker D, KLE kerd HA h CSI 
A RE ES H EE 
x—x (x€G), 
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但 是 这 等 式 等 于 说 4EZ。 Wii ke =Z. 应 用 第 一 同 构 定 理 立 
Bl ug BH AS d XL. 

在 阿 贝 尔 群 中 ,所 有 内 自 同 构 缩 减 成 恒 等 映射 ,因而 只 有 外 自 
周 构 是 可 能 的 非 平 凡 自 同 构 。 下面 的 简单 例子 可 以 用 来 作 有 具体 说 
HH, 

(1) ERARE C—gp(x), 只 要 wa 知道 ， 比 如 说 ，zxa 二 
a’, itib s 是 一 整数 , 则 任 一 自 同 构 a 就 决定 了 ， 假 如 2 是 C 的 
任 一 元 素 , 那 么 2 a 二 (xa) "二 x”“， 因 而 象 群 是 Ca 一 gp{x*}， 但 
古 , 对 十 一 个 日 同 构 , Ca 二 CC， 因 而 我 们 必须 有 8 二 1 或 8 二 一 1. 
两 种 情况 都 是 可 能 的 ,第 一 种 情况 是 恒 竺 映射 ， 因 而 C 恰好 有 两 
^r Bi Et. 

(2) ARIRE C, —gp(x,c"-—11.228(flüj — tE, RA ra= 
r' RRE.  TETE— RAT JCR ARD, 因而 ert — 
EERBAAR (sm)=1 RTA CUL S 5, m 
2). TÈ RAAE S 导致 一 个 自 同 构 ， 因 而 Cn AA (0m) 
个 自 同 构 , 此 处 8(m) 是 § 3 中 定义 的 欧 拉 函 数 . 

(3) 四 群 V=gp {a,b; o?—b?—1, qb 二 ba}， 这 群 有 三 个 2 
阶 元 素 ， 它 们 只 能 在 a 下 置换 ,结果 是 6 个 置换 各 决定 一 个 自 同 
构 ， 因 为 ,假如 这 壮 个 二 阶 元 素 以 zy，,2z 以 示 (〈 在 任 一 排列 中 )， 
那么 YYy 一?z。 所 以 假如 xa-—r'yacy',za-z WW vy = 
2 。 即 下 具有 六 个 自 司 构 , 即 4(T) 兰 8Ss( 见 87).， 

假如 a 是 G 的 一 个 自 同 构 ， 我 们 能 够 研究 它 在 G 的 子 群 H 上 
的 效果 .在 各 种 情况 下 ,万 在 a 下 的 象 是 G 的 子 群 恕 4g， 假 如 

/ | Ha=H (3.50) 

成 立 ( 作 为 子 集 间 的 等 式 ), 那么 我 们 说 万 在 a 下 是 不 变 的 。， 例如 
豆 在 G 中 是 正规 的 当 且 仅 当 在 所 有 内 自 同 构 中 它 是 不 变 的 。 在 那 
种 情况 下 ,对 每 一 41EG, 肌 射 刀 ~ 大 Ht je H BS BIB. 

一 个 子 群 瑟 如 果 在 所 有 自 同 构 下 不 变 就 称 为 特征 子 群 。 当 
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然 , 所 有 特征 子 群 都 十 正规 的 。 例 如, 中心 是 特征 子 群 、 因 为 假 
如 tEZ, 那 么 对 所 有 xEG,tz= 二 wt 成 立 . 因而 ,对 任 一 a € 4(G)， 
(ta)j(xa) 一 (xa)(ta); 但 是 因为 a 是 满 的 , YAE ra 等 于 任 一 
TR y € G,. 因而 对 于 所 有 的 y € 6, Ga) y — y (ia) 成立 ;县 
Zac Z. 

Hia! AK ca, 我 们 得 到 相反 的 不 等 式 , 所 以 Za —Z, 

我 们 以 证 明 下 面 的 定理 来 结束 本 节 . 

命题 13 假设 入 是 GQ 的 正规 子 群 及 是 入 的 特征 子 群 ,那么 
在 G 中 是 正规 的 ， | 

证 明 设 4iEG. 那 么 , 象 我 们 刚才 所 说 的 那样 , 在 (3.47) 中 定 - 
义 的 英和 映 了 是 六 的 旦 同 构 。 因 此 ,因为 瑟 在 六 中 是 特征 的 ,所 以 我 
们 有 Hr=H, pimiHi-H,BRHTEGVBAAEXUU. 


J 8 


(1) 证 明 共 斩 元 素 具 有 相同 的 阶 。 

(2) 由 互 逆 元 素 生 成 的 两 个 类 (ao) 与 Ca)! 称 为 互 逆 类 。 证 明 (i) 互 逆 
类 含有 相同 个 数 的 元 素 。《〈ii) 侦 阶 群 除 含有 单位 元 素 的 类 外 至 少 和 包含 一 个 
类 , 它 等 于 它 的 互 逆 类 ， 

(3) 设 G=GL(n,F)( 见 $3 例 (iv)), 3$ nz2 X F EERIK, 证 明 G 
的 中 心 由 所 有 单位 矩阵 的 纯 量 倍 组 成 . 

(4) 找 出 8 阶 的 二 面体 群 (8 14, 表 (xi)) 的 中 心 ,决定 G/Z 的 结构 

(5) 证 明 在 一 域 上 ?2 xn 非 奇异 上 三 角 和 矩阵 的 集 T= {t= (0,216, 二 0; 
E ij turi EERE FERAE, ER (161,2, 582 E 
子 集 百 是 的 正规 子 群 , 且 人 7/ 瑟 兰 忆 ,此 处 刀 是 非 奇 异 对 角 怎 阵 集 。 

(6) 证 明 假 如 五 是 G 的 子 群 ， 那么 Hd; geh Y HE EAST UG: 
N(H)]. 

(7) 设 六 是 G 的 正规 子 群 , 六 具有 有 限 指数 ,给 出 一 元 素 zE GE C 
使 得 i* EN 的 最 小 的 正 整 数 . 证 明 hin, 还 证 明 , 假 如 的 阶 7? 是 有 限 的 , 那 
É hir. 
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(8) 假如 a 与 加 是 其 一 群 的 元 素 , 使 得 它们 的 换 位 子 e= La, b] a Kob 
HWE, EIRA kÆ ERA. N 

(D a'b—ba*c* 及 (Gi) (ab)* —b'a*c?* Cn. 

(9) 设 关 是 G 的 正规 子 群 ,具有 有 限 指 数 %。 证 明 假 如 4 是 G 的 任 一 
子 群 ,那么 s=[L4:4nN] 是 有 限 的 ,而 且 slr. 

(10) 找 出 下 列 群 的 导出 群 :Ci 8 阶 二 面体 群 ,(iiy 四 元 数 群 。 

CD 证 明 G 的 正规 子 群 的 中 心 化 子 是 G 的 正规 子 群 . 

(12) 证 明 在 阿 贝 尔 群 中 ,有 映射 210—ax7' 是 一 个 目 同 构 ， 

(13) 证 明 I(G) 是 4(G) 的 正规 子 群 。 

《14) urB] G' 是 G BRETH. 
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$ 25. 预备 知识 。 本 合 我 们 将 只 研究 阿 贝尔 群 ， 此 时 采用 加 法 的 
记号 较为 方便 .我 们 想起 ， 阿 贝尔 群 的 所 有 子 群 都 是 正规 的 。 假 
An H<G , WRR G/H BESTE H -x(rC G) 构 成 。 群 G 称 为 有 限 
生成 的 ， 缩 写 为 了 . g.， 假 如 G 中 存在 有 限 个 元 素 uot * t8 
称 为 生成 元 ， 使 得 

G —gp(ui,us,***,u,). 


那么 G 的 每 一 元 素 ? 是 这 些 生成 元 中 的 某 些 元 素 或 它们 的 负 元 素 
( 逆 元 素 ) 中 的 某 些 元 素 在 任意 次 序 下 的 有 限 和 ， 重 复 是 允许 的 . 
可 是 ,由 于 交换 律 ,我 们 能 够 合并 相同 生成 元 的 项 ， 于 是 我 们 能 写 
N 


和 一 QI 二 Go t te Harun, (4.1) 


此 处 qs 是 整数 (下 ,人 负 整 数 或 零 )， 有 反之， 对 于 任意 选择 的 整数 系 
数 ,(4.1) 表 示 G 的 一 个 元 素 、 但 是 没有 假定 生成 元 是 不 多 余 的 ， 
即使 是 多 余 的 ， 它 们 也 可 能 满足 非 平 几 关 系 


CiU Cota t’ e 十 Ci 一 0 (4.2) 


上 式 中 不 是 所 有 的 系数 都 是 零 、 由 于 分 数 系数 是 不 允 旋 杀 ， 我 们 
通常 不 能 从 (4.2) 中 解 出 某 一 个 %, 使 它 可 用 其 他 的 入 表示 出 来 . 
以 后 ,我 们 经 常 有 必要 改变 一 组 给 定 的 生成 元 ,因此 研究 两 组 
元 素 部 能 用 作 同 一 阿 贝尔 群 的 生成 元 的 条 件 是 重要 的 。 假设 
G —gp(u,, us, ** Up} —gp(?n?o,* ,Vm}, (4.3) 
为 了 (4.3) 能 够 成 并 ,必要 和 充分 的 条 件 是 每 一 4 可 用 。 表 出 , 反 
之 每 一 可 用 有 表 量 ， 因 而 我 们 有 以 下 形式 的 方程 组 
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U; 一 S 259,0 —1,2,*::,n) 
32] 


0,77 5 Irul ) 71,2, am) 


| (4.4) 
ar J 
JEAN ERE p= (2 ) 及 9 一 (县 有 整数 元 素 或 者 ,更 傈 单 地 ,是 整 
数 和 矩阵 .我 们 拒 方程 组 (4.4) 出 做 将 生成 元 组 uuo, rt s 区 到 
ERICH v1.2, … ,px 的 变换 ， 

直面 这 些 形式 的 生成 元 变换 是 了 最 普通 的 ， 

(a) 生成 元 可 以 用 任何 方式 置换 . 

(B) 假如 i 和 J, 生成 元 可 以 用 uio hu; WE, Heak h fE 
意 整数 ,其 他 的 生成 元 保 竺 不 变 . 

(y) 任 一 生成 元 vi" AH — wf 8. 

(0) 假如 生成 元 是 零 , 它 束 可 以 略 去 ， : 

(a),C8)!3 Cy) 的 运算 称 为 切 等 变换， 让 我 们 验算 (C) 确实 
满足 (4.4)。 为 了 简便 起 见 ,假设 :=1,57=2。 因 此 我 们 有 变换 

Vi = Uy + Aua, Vo = Ug," Vn Uns 
TIID ER dax 28 PET a , | 
W—U7,— h?5,85— V3, ,WU Vn, 

上 面 列举 的 运算 可 以 反复 眠 用 ， 直 到 我 们 得 到 一 组 便于 我 们 使 用 
的 生成 元 为 止 . 

有 个 小 技巧 值得 在 这 里 提出 ， 为 了 证 明 G 的 子 集 忆 形成 一 个 
子 群 只 要 证 明 下 面 的 结论 就 足够 了 ， 即 当 z 与 y 属于 和 ,那么 

| x—yck. mE 

因为 假如 这 是 真 的 , 我 们 可 以 取 r-— y 而 得 出 0 EX， 还 有 , i 
t 一 0, 我 们 得 出 一 y€ X, Bg, Hy IX y 我 们 得 出 wy 十 YE 
Amge f Bp X EGTRRA (EC, 8 9). 
我 们 将 限于 讨论 有 有限 生 成 的 阿 贝 尔 群 。 我 们 的 目的 是 完整 地 
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招 偿 这 类 和 群 的 所 有 可 能 形式 (直到 同 构 ) .类 似 直 积 的 概念 (8 13), 
性 GG 分 成 菜 些 子 群 的 直 和 可 以 达到 这 个 目的 ， 直 和 与 为 
G-—HGOK, (4.5) 
我 们 在 这 里 讨论 为 直 和 ， 因而 (4.5) 意味 着 在 在 G B)-PRE HS K 
具有 以 下 性 质 ， / 
G 的 元 素 由 所 有 可 能 的 和 
zuo (4.6) 
"LE, Hik u 5 v 各 自 独立 地 遍历 吾 与 XK， 以 及 这 个 用 示 是 唯一 
的 。 因 而 假如 | 
Ui T V= Uz 4-75, (4.7) 
此 处 ui UEH vuv; CK, Aui = uz ;1 二 22， 特别 ,假如 wo 十 
ve 二 0, 此 处 uo; CH, v0 EK, 那 么 Wo=vo =0。 反之 , 这 个 性 质保 证 
了 (4.6) 的 瞧 一 性 ， 因为 (4.7) 强 含 (如 一 2) 二 《1 一 V2) 二 0, 因而 
Wi 二 Uz、V1 二 02. 还 有 , 为 了 证 明 (4.5), 只 要 证 明 下 面 两 点 就 足够 - 
T: 
(i) G=H+K 及 (i) H(YK —(0), 
当 五 与 是 阶 互 素 的 有 限 群 时 ,第 二 个 条 件 肯定 满足 ， 
当 G 表 成 几 个 子 群 的 直 和 时 ,我 们 使 用 记 己 


G= 5» ,C€H,—- HOHD.…… OH, (4.8) 


我 们 想起 直 和 的 结构 (直到 同 构 ) 是 既 交 换 又 结合 的 .事实 上 (4.8) 
说 明 G 与 元 素 都 是 7- 重 元 (ui 95, ur) BRER t, eie u. 
HH,, 而 元 素 的 合成 分 别 由 每 一 分 量 的 合成 来 实现 ， 
例如 ， 假 如 
|. (i) G—-H,-Hsj-::--H, 
K 
(ii) Hk H,(G2 )SUELEB AB, 
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则 (4.8) 肯 定 成 立 ， 因 为 在 这 情况 下 ,显然 
H,(1H,- HH Hua bs: H,—(0), 
8 26. 有 限 生成 的 自由 阿 贝 尔 群 。 本 市 我 们 研究 有 限 生 成 的 阿 贝 


F —gp(ui,us,*** ,Un}, (4.9) 
在 下 中 生成 元 不 满足 任意 非 平 凡 关 系 , 即 我 们 假定 

CU + Catat *** F 6,0,— 0 (4.10) 
总 是 意味 ci=cz 一 一 =0， 假 如 这 样 的 生成 元 组 存在 ,我 们 称 


为 自由 阿 贝尔 群 。 更 精确 地 说 ,了 由 wi1,%2,"…* ,4 自由 生成 . 
这 样 的 生成 元 组 称 为 自由 生成 元 组 ,我 们 用 下 面 的 记号 表示 
F —Óu,,u5,:** Un, (4.11) 
Bir (4.11) SET, FP 9703 E — 36 XU EX. PEDE XX. 
4 一 GUI+ 222 十 "十 Cat 此 处 a; 是 任意 台数 ，(4.12》 
显然 ,在 自由 阿 贝尔 群 中 , REZI, 所 有 的 元 又 都 是 无 限 阶 
的 。 因为 假如 x0 E h0, 等 式 hx 二 0 立即 导致 一 个 生成 元 的 
非 平凡 关系 ,特别 ,每 一 生成 元 是 无 限 阶 的 ;,(4.11) 等 价 于 
F —gp(uiYgptiu;]---Ogpiu.), (4.13) 
B] F iE n TERESIN. 
容易 给 出 n IB AERCH BI RREA: d Z x 
所 有 1?%- 重 元 c—[2:,05,**-,a4 RRA EAE 01,05, ,ar 独立 
地 遍历 所 有 整数 。 Zz" 中 的 合成 规则 定义 为 按 分 量 相 加 ,因而 使 2 Z" 
成 为 一 个 阿 贝 尔 群 。 特殊 的 %- 重 元 - 
21 一 [1,0，…… 0]，x2 一 [0, 1 0]， ***, un=[0,0,...,1]} 
生成 2"， 因 为 ,对 于 任 一 +*€ 2"， 
X — 0,4U, t AU t *** tantn, 
此 外 ,这 些 生 成 元 是 自由 的 ,因为 
C1U, + CoU t *** d Cu [04,09 ** EE 


意味 eo 031: —0,—0, 
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接着 我 们 要 考查 不 同 生成 元 组 之 间 的 联系 。 假 如 
F —(um,u., te, 4,57 04,93, * ** 98D, (4.14) 
两 组 生成 元 由 方程 (4.4) 联系 。 但 是 因为 生成 元 是 日 由 的 , 这 时 ， 
我 们 有 更 精确 的 结果 .在 (4.4) 中 消去 2, 得 到 


n 


=}, Disd ia x (1—1,2,-:**,2), 


xx dt AE uw 之 间 的 非 平凡 关系 ， 除 非 等 式 两 边 对 应 的 系数 一 致 。 因 
此 我 们 有 


3 puta -Ós (i,k—1,2,-:-,n), 


此 处 24-08 IB A iœ k, i =l, EH BET S Xeon 


pq-—tí,, (4.15) 
IEAk iE n MEDERE, MED E u, RITS 
qp—i,.. (4.16) 


具有 一些 线性 代数 知识 的 读者 将 不 难 从 (4.15) $i (4.16) 推导 出 
m=n, BU, 我 们 能 够 利用 于 加 (4. 15) & (4.16) Ih So B8 2X 2038 
的 和 来 验证 这 事实 , 即 


因为 这 两 式 的 左边 相等 "P n. BB 由 生成 元 的 个 数 对 于 
是 不 变 的 , 凤 每 一 组 自由 生成 元 的 个 数 都 是 一 样 的 .这 个 数 称 为 
的 秩 . 此 外 ,两 个 有 限 生成 自由 阿 贝 尔 群 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 
有 相同 的 秩 , 因为 假如 秩 是 '%n%, 那么 这 群 与 (4.13) 所 表示 的 群 同 
构 , 或 者 等 价 地 ,与 所 有 %- 重 整数 的 群 同 构 ， 
取 (4.15) 或 4:16) 中 的 行列 式 , 我 们 得 出 
(detp) (detq) — 1, (4.17) 


$ 26. 有 限 生 成 的 自由 阿 贝尔 群 89 


但 是 p 与 9 的 元 素 是 整数 ,它们 的 行列 式 因 此 也 是 整数 ， 因而 我 
们 从 (4.17) 推 导出 detp=detq 一 土 1, 即 PP 与 9 是 么 模 和 矩阵 ,因而 
具有 整数 矩阵 为 逆 元 素 ( 见 § 3, 例 (iv),(c))， 因 而 从 一 组 自由 生 
成 元 到 另 一 组 自由 生成 元 的 变换 是 乏 模 变换 


u;— Y p;v;(j—1,2,***,n), (4.18) 


j=] 
显然 ,为 了 这 一 目的 可 以 用 任 一 么 模 和 矩阵 p. 因为 用 下 方程 给 出 
变换 (4.18) 的 逆 


V= 5 qiru l j=l, n) (4.19) 
k=1 


此 处 q— p^! 还 是 整数 矩阵 ,因而 验证 了 (4.4) 式 . 

在 8 25 中 所 描写 的 (a)(6) 与 (>) 运 算是 么 模 变换 的 简单 例 
子 ， 当 相继 实施 儿 个 这 样 的 运算 ， 对 应 的 垂 阵 就 相 乘 . 

一 组 不 全 是 零 的 整数 01,85, as 的 最 大 公约 数 (HCF) 写 
» 

(a,.05,***, 04). 

根据 定义 ,这 是 正 整 数 ， 特 别 , 当 (el,aa，…，,qn) 71 Bb, SETIUL 
这 些 整 数 互 素 ， 显 然 , 在 乏 模 矩阵 中 形成 一 行 或 一 列 的 元 素 必然 
互 索 ， 因 为 假如 这 和 矩阵 的 行列 式 相对 一 行 ( 或 一 列 ) 展 开 , 显 然 , 这 
行列 式 可 以 被 这 一 行 ( 或 这 一 列 ) 的 最 大 公约 数 除 尽 ， 可 是 ， 由 假 
设 , 行 列 式 等 于 土 1, 从 而 最 大 公约 数 只 能 等 于 1。 因而 假 如 新 的 
一 组 自由 生成 元 由 (4.19) 引 入 ,那么 ,每 一 新 生成 元 是 原来 的 生成 
元 带 有 互 素 系数 的 线性 组 合 。 下 面 的 命题 证 明了 这 个 事实 的 部 分 
逆 命 题 ， 


命题 *14 设 F 二 Cui,U2 us), E V= biu tOute 


* HW, R.Rado, 'A proof of the basis theorem for finitely generated Abe- 
lian groups',Journal of the London Mathematical Society(1951).26, 74-75. 
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HOnUn æ F 的 元 康 , 使 得 


(bi1,02,.** ,bn,)=1, (4.20) 
那么 存在 盏 的 元 素 02 03， ,Vny 使 得 | 
F-—(0,95,05,- . Un. (4.21) 


换 句 话说 ，(4.20) 是 某 一 元 素 能 加 入 到 一 组 自由 生成 元 内 的 充分 
必要 条 件 . 

证 明 it s=|bi]+ |b +. +b]. 假如 s=1， 那 么 。= 
+u: 对 于 某 一 )。 显 然 ,o 可 以 包括 在 一 组 自由 生 成 元 内 。 我 们 
于 是 对 s 用 归纳 法 ,同时 保留 改变 五 的 生成 元 的 权利 直到 (4.21) 
建立 为 止 。 假 如 s>, EDERA b 不 是 零 , 因为 ENCO, bz 
… ,5;) 之 1， 不 失 普 遍 性 ,可 以 假定 55:0, HAAA 置换 生 
成 元 和 改变 它们 的 符号 (§ 25 运算 (a) 与 (y)) 这 个 条 件 总 是 可 以 
ig. Sw 

U= Ui, Uz=uz +u, Wu;—u;(j3), 
显然 ,也 一 《xf nup GRECE CERES v 的 表示 式 变 成 v= 
(b,—55)ui t bus * bus, EZR, ((bi— 55), 5,03, ** -,b,)— 
1, 但 是 
i [bi— b2] + [ba] + [bs] - *** t [os] <s, 
因而 由 归纳 假设 ,vz 能 够 包含 在 一 组 自由 生成 元 内 . 

我 们 现在 把 注意 力 转向 有 限 生 成 自由 阿 贝尔 群 万 的 子 群 玉 ， 
我 们 可 以 问 甩 是 否 也 是 有 限 生成 自由 阿 贝 尔 群 ， 这 个 问题 可 以 用 
下 面 的 定理 肯定 地 回答 。 这 定理 对 于 阿 贝 尔 群 理 论 是 十 分 重要 
的 ; 它 还 证 明 一 个 更 深刻 的 结论 , 即 只 要 适当 选 好 也 的 生成 元 ， 那 
么 万 的 生成 元 可 以 用 非常 简单 的 方式 表示 出 来 . / 

定理 12 设 玉 是 秩 为 % 的 有 限 生成 自 由 阿 贝 尔 群 ， ARH 
是 万 的 非 零 子 群 。 ALHAGAG m 的 有 限 生成 自 由 阿 ARA, 
MR， 对 玉 可 以 选取 这 样 一 组 自由 生成 元 091,02，,*…。 ,2V，, 使 得 

H =L hvi, hatost, hu tu, (4.22) 
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Iht hishostt e hm 是 正 整 数 ,满足 关系 
hi hia G1,2,***,m—1), 
证 明 — CO REEF IURI EL HIE REO po ta 给 出 对 于 
了 的 每 一 个 非 零 元 素 XY 二 G1 十 à3ua b t antn 我 们 将 它 与 它 
关于 这 组 生成 元 的 系数 的 最 大 公约 数 联 系 起 来 ， 比 如 说 
GZ) 一 (9103 “+, Gn). 


这 个 数 与 生成 元 的 选择 无 关 。 因 为 假如 ul uu 4E ÓÉ 
了 的 自由 生成 元 , 我 们 有 u= 2_ pau; ERE (pu) d&— "Tr TR B 


FE. 882. r=aui+tazuzt e tarun, 此 处 ai= rap., 因而 这 


些 a, 的 任 一 公 因 数 必 能 除 尽 所 有 的 25, Mari 
(a,,05,***,a5) 27 (01,03,* ** , 04). 
ft Ap 41 ye FR AB BE Cp; HARE 16 V ZHLAE GTC RS Br, 我 们 就 能 
证 明 相 反 的 不 等 式 。 Ddfu(aia2,**:,a.) (01, 02,71 On), 这 
证 明了 o(zx) 的 不 变性 
(i) Æ H WIERA i 
y, bU bus bu, 

是 这 样 的 元 素 , 它 的 6 HUE ME 比如 说 6(y1) = 二 h 轴 之 1, 于 是 我 们 
能 写成 yi5 hilet t CoU t +e + Crun) m hav,, Joe vim cw 十 
CoUa Teet T Cnn Am F WRR B TER (01,02, ,04)—1. 由 命 
题 14, 存 在 元 素 oz v3, ct svo BER 

F =v, 02,03," ,Vn>, (4.23) 
利用 这 组 生成 元 ， 设 y — dio, t dawat rb duos EH BS E — 7C 
R ,我 们 知道 


yı=hvw EH, — (4.24) 


于 是 我 们 断定 &i| cwi， 因为 假如 不 是 这 样 ， 我 们 能 找到 整 Ag 与 
7, 和 使 得 d,—gh,- rv, WEA or, BI y—qyi tvi t doo; 
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ecc dus FEH RITER ,使 得 O(y —qyi) = (rdo, d) Sr 
hi, ixi hi pib TEUER. Bid IDE r=0, E8 
y 一 gY1 二 0203 十 "十 COa， (4.25) 
(ii) 对 % HESSE. 2 -—1i,34 102 95€ Hà8). 因为 在 
这 情况 下 , (4.25) 的 右边 必须 是 零 ,， 于 是 y-qyi7 hti, XT 
ik F= H= 《hv1》, 正 象 定理 所 断定 的 那 穴 ,此 时 n—m-—1. 
现在 假设 n1, XE 
F,—(,0$1,-,5, HS HAF, (4.26) 
注意 (4.25) 右 边 属于 了 | 而 左边 位 于 五 中 ,因而 (4.25) 表 示 H 的 
元 素 。 有 两 个 情况 必须 考虑 : 首先 , Bu H0), 我 们 有 Y= 
gy 二 ghivi， 于 是 象 以 前 那样 五 《ho01>， 这 与 (4.23) 一 起 束 证 
明了 定理 ,此 时 ”是 任意 的 而 m= 二 1， 其 次 , 当 H F 的 非 零 子 
群 时 ,我 们 应 用 归纳 假设 到 了 Fi 与 于, 上 ,因而 我 们 能 找到 了 i 的 
元 素 03, Ua,* * "Un, 使 得 
下; 一 《02，203 i94», Hi= Chats hats,” AUS, (4.27) 
ibik m 是 某 一 整数 满足 2«mzxnEh|hbu($—2,3,::, m— 
1). 两 组 P, 的 自由 生成 元 用 下 面 的 方程 式 联系 ， 
v; = 2 Puti, p. 314459,(5,J —2,3,'** ,7 )、 
我 们 断定 
F =v, Us, :°°* Un). (4.28) 
因为 ,在 (4.23) 中 用 ”来 表示 v^ ,我 们 看 到 vi, vo, cv. 肯定 生 
成 此外， 这 些 元 素 是 自由 生成 元 ， 因 为 假如 我 们 有 非 平凡 关 
C9 十 Cov2 十 +: 十 Cnvn 二 0， (4.29) 
我 们 注意 ci 六 0， 因为 假如 不 是 这 样 ,在 v2,23,… Va 之 间 将 有 一 
关系 ,这 与 (4.27) 了 矛盾 ， 假 如 现在 我 们 用 vaz,23，……，2n 在 (4.29) 
中 代替 v2, va, ,om， 我 们 将 在 vi Up 0. t 0 之 中 得 到 一 


ru F D m. ] [| "v -= "NA 
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关系 ,其 中 v; 的 系数 是 cl。 这 与 (4.23) 是 不 相 容 的 ， 因 而 (4.28) 
得 证 。 结 合 (4.24) ,(4.25) 与 (4.27) ,我 们 得 出 元 素 
hivi (= y1) hov2, ,hnvm 
生成 了。 结实 上 ,它们 是 自由 生成 元 ,因为 它们 之 闻 任 一 非 平 几 关 
AVULTE AE Vis Up, ttt Umt Us 之 间 的 一 个 关系 ,因此 与 (4.28) 
AJ. Pi 
H — hy, liso uta, 
为 了 结束 证 明 ， 我 们 还 露 证明 kilha 因 MP yo Ri, hawg 
x Hijos am hi DTE, CY) — Chn R9. 从 最 大 
公约 数 的 定义 ,， Chis ho) SA, Eite Chi, ha) = ki HI Bilko, 
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WP NIREA. 当然 ,所 有 有 限 阿 贝尔 群 都 属于 这 一 类 。 设 
A-—gpiSi 82, tt, 84], 
此 处 允许 生成 元 $1. S2. tco 88 满足 非 平凡 关系 。 我 们 将 4 与 下 
itr HJ EJ H3 Paf DLZR REID. 
F =u], Uz, tt, Un?» 
EH Uitte ,Us 自由 生成 。 为 了 建立 4 与 了 F 间 的 联系 , 我 们 引 
A RESF 
0: F—4A, 
9 的 定义 是 
(AUi tagat —a,u,)0—-a,84 4 85859 - *** — 0,8, 
(4.30) 
我 们 留 给 谈 者 去 证 明 这 容 盟 的 结论 ， 苑 0 是 同 态 。 显然 , 8 是 满 
的 ,因为 4 的 任 一 元 素 能 够 在 (4.30) 右 边 出 现 ， 设 瓦 是 0 的 核 , 它 
AE HJ BR. A F AIR OUt auat ee t anun R FRA 
仅 当 alsl+Tazsz 十 "… 十 aas 一 0， 这 是 4 的 生成 元 之 问 的 关 5. 
证 是 我 们 能 够 说 ， 五 的 元 素 与 被 4 的 生成 元 所 满足 的 关系 一 一 对 
下 ， 第 一 辣 询 定理 (21) 说 昌 
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Ac F/R. (4.31) 
于 是 我 们 能 够 用 考查 F/R 来 找 出 4 的 结构 。 对 于 这 点 ， 册 于 前 
一 厂 的 讨论 ,我 们 已 经 作 好 充分 准备 ， Dd, MEZ RU. RI 
HARKER EFE F A BERIE v va tts On WEI 
F =<Vi, Vos +, 985, 
R=Lh Wi, hava, 8, hoU MSKA), (4.32) 
E hil hu -1,2,**:;m— 1). 
ERER LESTIE n—1B8Bp Ou. BEGEBTSSA LAUD )-— 
TE OL: 
(i) F-Qvp»,R—(0), BWA F/RF,AZIH v ERRAR 
(Gi) F—Q»,R-—Cw»,lb5b hz2, WMA F/R-cC,, C, 
h EORR, 
Gii) F-—O»,R-—Q»(h-—1). 那么 F/Rzx(0), HA F= 
È. 
一 般 情 识 下 同样 的 特点 也 会 出 现 。 需 要 对 三 种 形式 的 生成 元 
改 用 不 同 的 符号 。， 假 如 7 二 % 一 m 之 0, 中 存在 7 个 不 在 请 中 出 
现 的 生成 元 , 这 些 生成 元 将 以 ti to s e, 表示 ， 假 如 由 = 
hs 二 ，… 二 hh, 二 1， 相 应 的 生成 元 ， 比 如 说 z 23 <00, 2 将 既 在 
户 中 也 在 五 中 出 现 。 假如 % 二 ?+1+k， 剩 下 的 个 生成 元 对 应 
于 大 于 1 的 hh， 为 了 方便 起 见 按 数值 下 降 的 次 序 重新 排列 这 个 
,比如 党 ,与 成 e1，e2，***，es。 因 而 我 们 将 写成 
F-—Óm,, £o, 050,4, Yis Yk Zis Zos 1 
(4.33) 
R=lery1, Ey2, cts Ono Zis Zo tt. Zs (4.34) 
Wb enile (k—1,2,--, k—1), nro kel, m—k«l, HE 
中 一 种 形 藉 的 生成 元 不 出 现时 ,上 而 的 式 子 显然 随 之 修正 . 
假如 sE F, T= s+ R Er EaR FFR TFH 
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R. IRRE EFWE, 我 们 得 出 Ox (o-1,2, 7) 
征 无 皮 阶 的 元 又 ,因为 没有 r, 的 倍数 位 于 R hP, Gi) y, Æ e, 阶 
HgOc-1,:2, 5, 8); G2; (A—1,2, S, DIE F/R 的 零 元 素 0， 
因为 z,€ 玉 ， 现 在 五 的 一 般 元 素 可 以 用 下 面 形 式 表 示 ， 


T k t 
4 一 》 a,£,+ ? yi 十 cu, 
pl A=] 


x=Í 


从 而 不 / 尽 的 理 型 元 素 成 为 
T=% 0,4, > by, (4.35) 


因而 了 /RR 由 Titer Jote, Y MER. m Bs 我 们 断定 事 
Str 

F/R-—gp(zr,---Qgp(z)GOgp(y0QO-:-QGgpty,. (4.36) 
Bi TE II AEC(4.35 PUEDE ARCA B Us EEF. 假设 


r k 
> ,ao 五 十 Xb, y= 0, 
p—i kl 


T k 
> ,as Sb y ER. 
p—1l k-—l 


*— P4.3) EAE a,-0(0—1,.2,- s 07) BR x, mE Ru 
JR. HO, 一 定 能 被 e, 除 尽 ( —1,2,-- k) ,比如 说 0,—d,e,. 
Edilio, y,—d,e,y,— 0 ， 因 为 ec7y,= 0。 这 证 明了 (4.36)， 因 
为 由 (4.31) 我 们 可 以 将 所 给 的 群 4 与 F/R 等 同 ,所 以 我 们 已 经 证 
明了 下 面 的 基本 定理 . 

定理 13( 有 限 生成 阿 贝 尔 群 的 基本 定理 ) 每 一 个 有 限 生成 
MNRE ARAARA, EG r(20)4 TIR JS CERE R(0) 
AUR TR UB ERE, 因而 
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A —gp(4; OD - Depli QsgpOw;O---Cgpiw,), (4.37) 
362b £,(0—1,2,* * T) & AIRT 89 , mw, (01,2, R) AA TR 
Fr e.( 汪 2) 的 ,此 外 

€,411 64 (K—1,2,*** , k — 1), (4.38) 
Xx PIU cil f e T 38 39 PUR T BUE ESI ELTREEPEJBS IDOL. ni 
现在 直入 分 解 式 (4.37) 中 的 生成 元 称 为 4 的 共 ， XR Vidi. E 
们 不 绢 问 量 空间 的 基 元 索 带 拌 ,是 “自由 的 ”或 “独立 的 ,而 十 其 有 有 
这 样 的 性 质 , 即 在 非 平 凡 关 系 式 中 每 项 部 是 零 ， 

M r—0,8E 4 AER I] A] eie exe 在 为 一 个 TRE I 
况 , 即 当 R=0 时 ,4 是 自由 阿 贝 尔 群 。 不论 4 是 否 征 目 由 的 ， 目 
由 生成 元 的 个 数 > 称 为 4 BE. 

在 定理 13 中 所 描述 的 分 解 式 称 为 4 的 标准 形 , 只 要 数学 对 银 
的 结构 表示 成 简单 的 ,本 质 上 唯一 的 形式 ,我 们 就 用 这 个 有 点 含糊 
的 名 词 ， 到 目前 为 止 放 在 一 边 的 唯一 性 问题 将 在 下 市 讨论 ， 
$ 28. 不 变量 与 初等 因子 。 刚才 提 到 的 唯一 性 问题 明确 地 说 束 
是 ， | 

定理 14 设 4 是 有 限 笃 成 隔 贝 尔 群 , 又 假设 

A-—gpíz,)-::-Qgp(z,gpiuiQ---GQgpiu,$ (4.39) 

—gpíyiXD--Qgpiy,IOgpivi9:--Qgpiri, (4.40) 
此 处 x,(0—1,2,**:, 7T) y 5, (0—1,2, tS) RLIALUIKDEIGR , 又 
u, Vr u,|—d,(x«—1,2,*:*, k), dusil duva rivi] =e, (A= 
1,2,:-:,0),0,4le4, MAG) r=s, (ii) k=l, d, =e, (x=1,2, 
PM KR), 

这 定理 的 证 明 要 占 这 节 的 大 部 分 ,我 们 将 分 儿 步 进行 . 

(G) RT È 4 的 有 了 有限 阶 元 素 的 集合 ,假如 %,2ET, 则 存在 避 
Zemin n 使 得 m4 二 nv=0， 因 而 TRGw 一 5) 二 0， 所 以 ww 一 ET， 
这 证 明了 是 子 群 ( 见 825)。 这 个 群 称 为 4 的 近 子 群 ,这 是 一 个 从 
拓扑 借 玉 的 名 词 ,当然 人 了 是 由 4 决定 的 ， 即 它 不 依 瞻 基 元 于 的 起 
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PE. ME, 
X "10 ) 及 Y= 》 Dep{yo)} 
pz] o :=] 
^y PERA T AN s 的 自由 阿 贝尔 群 ，(4.39) 与 (4.40) 的 假设 意 - 
味 


A—- XOT-YOT, (4.41) 
因为 显然 找 群 不 能 包含 任 一 无 限 阶 生 或 元 ， 而 必定 包含 所 有 有 限 
MESERIE. A.D ER IH A/TzX,A/TzY,Mig X 
Y. iHjiE—^r A hEN AREE (S 28), Km r=s, 于 是 
定理 14 的 第 一 部 分 已 经 十 明 ， 

(i) 从 现在 起 我 们 将 只 讨论 在 限 阿 贝尔 群 ， 即 我 们 忽略 (4. 
39) 及 (4,.40) 中 的 无 鼠 生 成 元 我们 党 从 4 是 有 限 阿 贝尔 p- 群 的 
特殊 情况 着 手 , 即 我 们 假设 A] =p", IAE p ER m 是 一 下 
整数 ， 那 么 每 一 元 素 的 阶 是 了 的 知 , 特 别 我 们 令 

|u| — d, — 2 "(k=1,2,...,k), 
lo, =e; =p (A—1,2,:- )， 
2 fF dud, 等 价 于 60 相似 是 "+ 和 se。 因此 ,对 于 p-RE 
来 说 ,定理 14 就 是 下 面 的 结果 ， 
定理 15 设 4 是 有 限 阿 贝尔 p- 群 ,假设 


A=} spilun = »,Ggpí(v;), (4.42) 
x—1 a=] 


Ab | uu] — p'1005 1,2, 7,8), [v] 29 (47052, D 及 
imme Âp EDL Sen RRA kl A =e (*—1,2, 
AR), 
证 明 * 假如 |4|==p”, 那么 比较 (4.42) 中 的 阶 ,得 


* 我 们 仿效 Marshall Hall Jr. The Theory of Groups (New York,1959» 
p. Al uEBT. 


98 第 四 党 ”有限 生成 的 阿 贝 尔 群 


m — ô=} e, 
O K À 


34 m —1,3X 4 PRAE Sir E LBS. DE UESRAT DE m PE ZA ETT IET. 
设 4, 是 满足 pz=0 的 元 素 的 集合 。 因 为 DZ 一 y) 一 DZ 一 DYy， 

那么 4, 是 4 的 子 群 (可 能 等 于 4) . 决定 A, 的 阶 是 不 难 的 . 因为 区 

YE4，, 对 4 采用 基 vwi Uee RA 


k 
T = ` Qi, 
i=] 


ERE 0a <p RNA u 三 0。 于 是 假如 DZ 三 0 ,那么 对 
每 一 ?DaiVUi 一 0 ， 因而 p*'| Da 因而 ci 一 Di2 此 处 2， DAVE 
ig Oo«b,« p.i mb T 36— lu 2,5; 恰好 存在 卫 个 可 能 的 值 , 因 而 
a, 也 恰好 存在 了 个 可 能 的 值 使 得 pz=0. 这 证 明了 |4,| — p*. 在 
《4.42) 中 采用 第 二 组 基 , 我 们 类 似 地 得 出 | 4,| =2 。 但 是 A, 与 基 
T, Hik =, ERRER, 

其 次 ,我 们 定义 集 4? 为 4 的 所 有 那些 元 素 x 的 集 ,它们 起 为 一 
元 素 的 2 EO RREME. 易于 验证 4 事实 上 十 子 群 ， 因 
Xfiius— px/,y — y, S x— y — pO — y’) .假如 我 们 简单 地 
用 2 来 乘 4 的 基 元 素 作 为 43? 的 基 元 素 , 那 么 我 们 就 得 到 4 到 循环 
群 的 直 和 分 解 。 但 是 必须 注意 这 个 运算 “ 杀 死 ?所 有 的 了 阶 元 么 . 
因而 设 

Te mÓQ1,guim guai =0,=1 

此 处 是 某 一 整数 满足 0 SK Sk, RA 


A*— ,Ogp{pui} 有 |puil=p" i, 
i=1 


相似 地 ,假如 el 二 ez 宇 ， "EL>1,ertl er1 =E=], 我 们 
能 与 


825. TUE ESL EUR T " 
L 
4 一 2 Cgpt pv;}, 
j=l 


此 处 |pa,| =p. HK =0 时 ,4 的 所 有 元 崇 都 是 p 阶 的 ,从 而 4? 
一 40}. 在 那 种 情况 下 也 有 工 二 0 ,因为 4? 不 依赖 基 . 今 后 ,我 们 将 
假定 到 六 0 . 显然 ,| 4?| 过 4, 于 是 我 们 应 用 归纳 潜 假 设 到 A E. 
Ed in 3 f aA -—.LE6—1-—e,;—1Hló;— e; (1—1,2,--:, K). E5 
ER HCARHJO esp] 1 ,定理 就 证 完了 ， 
阿 贝 尔 p- 群 4 的 不 变量 | 
p^,p^,:, p" (4.43) 
也 称 为 4 的 初等 因子 .因而 两 个 阿 贝尔 2- 群 同 构 当 且 仅 当 它 们 是 
有 相同 的 撑 某 种 次 序 排列 的 初等 因子 . 当 了 2 的 值 略 而 不 提 时 ,只 要 
说 出 (4.43) 中 的 指数 就 禽 了 .于 是 我 们 说 4 是 (61,0;,，…,60i) 型 ， 
特别 ,假如 4 是 (1,1,…,1) 型 时 , 它 称 为 初等 阿 贝 尔 p- 群 ， 
(ii) 下 一 步 在 于 把 任 一 有 限 阿 贝尔 群 分 解 成 p- 群 的 和 ， 我 
们 从 一 引 理 着 手 , 它 是 关于 单个 循环 子 群 的 , 而 且 , XE SEE VU 
法 中 ,也 可 以 适用 于 非 阿 贝尔 群 ( 见 第 一 郸 习题 8 ). 
9| 理 设 妈 是 228 阶 的 元 素 :, 此 处 (90) 一 1 ,那么 
gpiw)—gpinwjCQgpimw;], (4.44) 
证 明 R u— nw, o— mv rl d m Ej n NA, 4 W — 
gpiw}, U =gp{u}, V =gp{v}. RTII AE 
W-UGY. (4.45) 
PIA On,n)—1,1P EXE a 55b fanc bm —1,BRdg 
w-(an-dbm)w--a(nw)-c-b(mw)-—au-bv, 
这 证 明 w EU 十 VV. 但 是 ww 生成 五, 从 而 WCU+TF. 因 为 UCW 
及 VCW KI WBBEHCUGU -VCW., BIEW-U-T-V, A TWE 
这 和 是 直 和 , 我 们 注意 0 八 V — (003, SU 5V 3EDLUILSRBSRE. 
结论 (4.44) 可 以 推广 到 更 多 的 项 ,特别 设 
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— a a a 
M= pi Prt P's 


此 处 pi, pz, "et Y XXE 


gp(w)- } gpw}, (4.46) 


r=] 
JERbw, —(m/pt)wJÉpt lr. ME EFR, AAA. 46) 21H T 
以 用 ， 对 应 的 和 简化 到 零 群 ,于 是 可 以 略 去 . 
设 了 是 一 素数 ,又 设 P 是 4 中 阶 为 了 的 硕 的 元 案 的 集 , 即 这 些 
元 素 满足 形式 为 p'r=0 (4 之 0 ) 的 方程 。 显然 ,PP 是 子 群 ,因为 假 
dup'r—p'y-0,852, p"(x—y)-—0. Rins pie R] A] ,那么 
王 ={07。 我 们 称 书 为 4 的 p- 准 素 分 支 ， 下 面 ， 我 们 证 明 当 | A T 
被 一 个 以 上 素数 除 尽 时 , 准 素 分 支 给 出 一 个 4 的 分 解 式 ， 
定理 16 设 | 4 一 02 pg， 又 设 己 是 4 的 Di- 准 素 分 支 ， 
c pA 
A= P OP: Pa. (4.47) 
证 明 ”假如 妈 是 4 的 任 一 元 素 ,那么 (4.46) didjwcP,-P, 
TecÉEPIHIEAC P, Pite t Pa CZ EPRA, 
从 而 4 二 Pi+ Pite t Pa Ah AMEEN, A AERA 
互 素 的 阶 ( 见 8 13, (32,0 分 解 式 (4.47) 在 下 列 意义 上 是 唯一 的 ， 
设 
A= P*OP*D...DP*, (4.47)! 
JEABPIZBINQTO8EG-—1,2,:,), BA PT—Pi, 因为 设 


1P?|=pf' 计 算 (4.47)' 两 边 群 的 阶 ， 我 们 得 出 141= T] en. 从 


”而 由 于 |4| 的 素数 分 解 的 唯一 性 得 出 ;= 二»;， 因 而 |P*|=1P,|. 
因为 由 了 ;的 定义 ,了 ?的 每 一 元 雪 位 于 PR, i PCP. 既然 这 
二 个 群 共 有 相同 的 阶 ,我们 断定 P? = P,, 

(v) 最 后 ,我 们 回 到 定理 14 的 证 明 , 保 留 定 理 16 中 的 符号 ， 
和 经 给 出 


$ 28. 不 变量 与 说 等 因子 101 


k 
A= Ogplu, y, lu, | = dy dsrildx. (1.48) 


x=] 
P: WRAT, CRER AEAEE 15 pE. WE 


de= ffp — (G-n2 955. (4.49) 
i=] 
PEESO 只 Ge 和 Go WIREL (A. 40 Eun, 我们 能 写 
gp(u,— > gp(u,, 
i 二 1 


IEJ | uaj 二 pr”, 因而 我 们 能 将 4 表示 成 p- 群 的 二 重 和 , 即 
k 


A=. S 8pft2 (4.50) 


x=] i-l 
对 每 一 固定 i ,我 们 生出 
k 
P,— $ Dgp {uri}, 


x=] 
ZFR P.I SENSIT 2i TA ETA RRT 1 的 项 . 
pi. P, s.. 2 
这 局 襄 用 下 表 总 结 之 ,在 表 中 素数 需 人 和 单 地 用 它们 的 指数 来 
RR, 


|P Pa't Pa, 
dı | Ôi Or **t Öin 
d; O21 Ó;; etti Óia (4.51) 


dd OO。 
上 表 中 的 行 对 应 (4.49), icr ZB dE 75 3$ 2x BI Ut óE P 
了 ，,，…*, 卫 ,的 急 等 因子 。 每 一 列 中 各 项 按 数 值 非 增 的 次 序 排列 ， 
ilu 5c ci —f 1h 46 8E, D 94,72, 
现在 假设 我 们 用 一 组 e 来 代替 这 组 4 ,此 处 
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定理 15 保证 表 中 (0.0) 与 (esi 对 应 的 列 共 有 相同 的 非 零 项 ， 因 为 
至 少 有 一 列 (6.) 具 有 天 个 非 过 项 , 那么 1 >k. 类似 地 , 由 对 称 
YE, k >11. Wiik =l. TERO) (eD) EAER E 
来 了 定理 14 的 证 明 。 idid, ee, d RRA ARTER, Ci 
EREEREER UE d ail du. 4 的 初等 因子 是 堆 素 分 文 己 (= 
1,2……,%) 的 初等 因子 的 集合 前面 的 讨论 指出 不 变量 与 初等 
夫子 是 互 旧 决定 的 ,它们 都 完全 地 描写 了 4 的 结构 ,因此 更 定 不 变 
量 殉 者 规 定 初 等 因子 我 们 都 可 以 得 出 一 切 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 〈 在 
同 构 的 意义 上 )。 后 者 导致 分 解 式 (4.50)， 它 合 有 最 多 的 人 循环 群 
项 ,而 前 省 得 出 具有 最 少 的 项 的 分 解 式 (4.48). 

例 1 找 出 初等 因子 是 23,2,2,3,3 的 群 的 不 变量 。 (4.51) 
RKA 


| 1. 2 3 
| d, | 3 1 
d; 1 0 


Mi di =2° x3 =24 ,da=2 x3=6,d3=2, REBELE 
| A| —24x6x2—2? x3*—288., 
TA T RA To fA Re EGG P RE EAA PE T 0 5 ALTE 
或 不 变量 的 奈 维 形 ， 
例 2 找 出 群 4 的 急 千 因子 和 不 变量 ， 
4=C30D C1. 
这 不 是 标准 形 ,因为 12 十 30 。 首先 , 我 们 将 每 一 项 分 裂 成 阶 互 素 
的 群 ,因而 
A= (C4000$300,) 0 (C 400€). 
集中 属于 同一 素数 的 项 ,我 们 有 
A= (CC 由 Ch) 中 (Cs 由 Co) 中 55 
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这 指出 对 应 于 素数 2,3 和 5 的 初等 因子 分 别 是 (4,2),(3,3) 和 5 . 
实际 上 ， 表 (4.51) 成 为 


1 2 3 5 
di| 2 1 1 


d; 1 1 0 
从 而 ==22x3x5 一 60,q 一 2x3 一 6， 因 而 
A =C eCse, 
8 29. 分解 的 方法 。 在 § 27 中 我 们 证 明了 基本 结论 ， 即 每 一 有 限 
生成 阿 员 尔 群 4 与 某 一 循环 群 的 直 和 同 构 。 但 是 证 明 中 所 用 的 论 
证 ， 并 不 直接 给 出 决定 直 和 中 各 循环 群 的 实际 方法 ， 本 区 的 目的 
是 描写 在 具体 情况 中 解决 这 个 问题 的 系统 方法 . 
设 4 用 生成 元 和 定义 关系 给 出 ,因而 我 们 假定 
4 一 SPtZ1 La," tt, En}, 
汪 处 生成 元 Zi 32, Zn 服从 六 个 关系 去 
Y35,2,-0 (i=1,2,.…*,N). 
i=] 


N xn WREE B= (2 ) 称 为 关系 矩阵 ， 为 了 将 这 个 问题 重新 用 
公式 表示 出 来 ,我 们 象 827 中 那样 ,51 入 一 个 自由 阿 贝尔 群 
F=Cu, ug, tt, Un? (4.52) 


R-—gpiryTa,t:5,Tw), (4.53) 

此 处 
n — Y 5,u,( 1,2, N). 

i-l 
注意 wu, 由 定义 是 了 的 自由 生成 元 ,而 7; 只 是 有 的 生成 元 ， 人 象 我 们 
在 (4.31) 中 所 看 到 的 那样 , 群 4 于 是 以 了 /有 BR 的 形式 出 现 ， 当 新 的 
生成 元 选 得 使 (4.32) 满足 时 ，4 的 结构 就 显露 出 来 。 相 对 于 这 些 
生成 元 ,关系 矩阵 具有 简单 的 形状 , 即 所 有 非 对 角 线 元 素 是 零 。 及 


104 SPRE APRE MRA IRAR 


Z, hu 
di 0 0 
0 d 0 :- 
D 一 ; (4.54) 
0 0 d .. 


则 4 的 循环 群 分 解 也 可 以 得 到 .可 是 除非 更 进一步 的 条 件 doi 
d, 满足 ,这 分 解 还 不 是 定理 13 中 所 描写 的 标 维 形 。 为 了 技巧 上 的 
原因 ， 一 开始 忽略 这 些 条 件 ， 而 暂时 限于 简化 关系 矩阵 为 对 角 甜 
EOL E—5 0l 2) 走 有 利 的 ， 

这 个 加 题 可 以 从 下 面 的 表格 开始 讨论 ， 


ui, [/ 43 t.. Un 


Tı Dii bi, "tt bin 
7; Da: ba, 155 Dan (4.55) 


Ty | Oni bus c Dyn 


表 中 顶 上 一 栏 对 应 于 丸 的 生成 元 ， 而 左边 一 栏 显 示 马 的 生成 元 ， 
因为 F 的 生成 元 和 RB 的 生成 元 都 由 我 们 目 由 选择 ， 所 以 我 们 可 以 
应 用 运算 (a),(B),(7),(0)( 见 8 25) 到 每 一 组 生成 元 上 ,而 不 会 
改变 五/ 五 的 结构 。 对 于 有 ,这 些 运算 等 于 作用 在 表 (4.55) 的 行 
E, 但 需要 舟 微 注意 改变 了 生成 元 时 的 影 啊 。 假 设 我 们 想 用 下 面 
的 变换 对 请 5| 入 新 生成 元 ; 

WU =U H QU, Ua = Uz, 435—943, *** Un = Uns (4.56 
此 处 4 是 任意 整数 。 又 设 

r =b Ui bus bu, . | 
AE OE ZRCBEBPEREJUSS. OECFOSLI AE BGZCXR AT 28 ZR NAE JA 
r —buu; + (ba— qb) uat b4us-- ee + bn, 

Rm (4.55) m E— 4r A (4. 56) URS EERE B AS 9A 
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g 乘 第 一 到 ,这 是 在 列 上 的 (8 ) 型 运算 . 

接济 CRTEIIMS B ESTOSUS 角形 式 (4. 54) 的 一 系列 步 缀 . 

(1) 1 8=0 时, A=F 是 一 个 目 由 阿 贝 尔 群 ， 我 们 没有 什么 
好 说 的 ， 办 而 我 们 将 假定 B-2c0, MITAR SIEH, LAR 
如 必要 ,改变 某 一 行 或 某 一 列 的 符号 ,我 们 能 够 安排 “ 主 元 ”211 使 
得 满足 

01>0, buslbal, basib pl (1,371). 

(ii) 可 能 发 上 生 这 样 的 情况 ， 与 511 垂直 地 或 水 平地 排列 在 一 
起 的 所 有 B 的 元 素 可 被 整除 .这 时 我 们 从 妃 一 行 〈《 列 ) 减 去 第 
一 行 ( 列 ) 的 适当 倍 就 能 够 约 化 这 些 元 素 为 稚 。 这样 运算 之 后 ， 关 
系 矩 阵 变 为 

b 0 
( p) (4.57) 

(iii) 另 一 方面 ,假如 某 一 54 或 51; 不 能 被 b RA, CH) 型 
运算 将 使 ba 被 它 的 模 bn 的 最 小 正 剩余 所 代替 。 例 如 , 我们 可 以 
有 

bi, —9b,, = bas 

bobab 我 们 于 是 将 ba 移 到 领头 的 位 置 ， 又 对 新 的 主 
元 ba 重复 这 种 约 化 。 因 为 主 元 的 位 置 依次 被 一 个 下 降 的 正 整数 
序列 所 占据 ， 所 以 这 一 过 程 显 然 在 有 限 步 又 之 后 一 定 会 结束 .最 
后 (让 中 所 摘 写 的 情况 一 定 会 出 现 . 

这 样 ,就 谈 成 约 化 (4.57) 这 样 的 矩阵 了 ,而 这 只 要 用 同样 的 方 
法 处 理 B1, 直到 得 出 (4.54) 为 止 ， 

例 3 Wm MRE ADEE, A h a,b t e 所 生成 ,服从 
RRA 

3a—2b+5c=0, 5a427c¢=0, 

对 于 关系 矩阵 的 下 列 运 算 导 出 标准 形 . 
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3 一 2 51(Drl —2 b55ogrp1 —2 5z 
| 2, epp or 
5 0 273 -5 0 27- 0 10- 2- 
qui 0 03:071 0 010 ri 0 O0 

ESO e HEN S s 
Lo 10 2 Lo 0 2 0 2 D. 


对 应 未 同 的 步骤 ， 我 们 指出 这 些 到 痢 生 成 元 和 新 关系 式 的 变换 ， 
(1) 生成 元 ui 41, uso Ui t Uz, 3 — 3, 
(2) XXX "i—TpbT2—702—5 71. 
(3) 生成 元 uiui t2 u,--5 ws uS We us s, 


Efi 


Md DM = ug 


(4) 生成 元 uiu usus 
(5) 生成 元 uj! — 94, Ua =E Ug , Us =, 
这 就 完成 了 约 化 .利用 8 27 中 定理 13 Wisin AX TEIRHE/E 
H vi, Da, D3 所 生成 ,此 处 0,—0,2 5 二 0， 而 va s EARI RS. 
A 


:i 
— Db Ug 


Az C,QOC.. 
消去 中 间 的 生成 元 ， 我 位 订 


读者 可 以 验算 这 是 一 个 乏 模 变换 ， 
当 我 们 认为 不 必要 记 下 生成 元 的 变化 上 时， 只 要 对 关系 矩阵 应 
用 关于 主 元 的 运算 直到 得 到 对 角形 式 为 止 ，A4 的 循环 结构 就 可 以 
显露 出 来 ， 在 下 面 的 例子 中 , 列 运算 就 赵 了 ,第 了 列 以 c; 表 之 ， 
例 4 找 出 具有 生成 元 4,5,C,Q 及 关系 式 
3a+9b—3c6=0, 4a*25—2d-0 
的 阿 贝 尔 群 的 标 维 分 解 式 ， 
XGRABE RTULZJ ACA P. 
3 9 一 3 0 3 9 一 3 0 1 
p 2 0 ENT 0 0 | 


(ci 全 el 十 2c4， eje) t 6i) 


(3 0 0 0 
1 0 0 0 2. 
(e;7-6;—3 cy, cs 人 cs 十 cl C497 —e4) (eo C4， 24>c2) 
由 此 推断 只 有 两 个 生成 元 仍 是 自由 的 ， 另 外 丽 个 生成 元 分 别 对 应 
3 阶 与 2 Brfo 08 PR RE. DAI CHE SS P IRL EE [aL | 
| C DCOC DC a. 


一 
0 0 


J A 


(1) WE AD bib: b, 是 整数 ,县 (bp bL AT E 
BBEE , 它 的 第 一 行 是 bis Hub. 

(2) 证 明 假 如 有 限 阿 内 尔 群 的 阶 不 可 被 一 平方 数 (>1) 整 除 ,那么 ,这 群 
是 循环 群 . 

(3) 证 明 在 有 限 阿 贝尔 群 中 ,( 站 元 素 的 最 大 阶 等 于 最 大 的 不 变量 , (ii) 任 
一 元 泰 的 阶 都 能 整除 这 最 大 阶 ， 

(4) 证 明 与 24 互 对 的 剩余 类 (乘法 ) 群 是 8 阶 初 等 阿 贝尔 群 

(5) 找 出 由 下 面 的 生成 元 和 关系 式 所 定义 的 阿 具 尔 群 的 初等 因 子 和 不 
变量 ，(i) 15a=4b=0 (ii) 20a565-5c-0, 

(6) iH a,b,c 所 生成 的 阿 贝 尔 群 4 具有 定义 关系 3a 十 98 二 9c=0， 
6 < 一 122=0。 将 4 表示 为 循环 群 的 直 和 ， 

(7) 找 出 下 列 阿 贝尔 群 的 秩 和 不 变量 ， (i) 具有 生成 元 a,5, 及 关系 
式 2(ad-b)—0,(i) 具有 生成 元 4，5, c, d 及 关系 式 3a++50 一 3c=0, 4a 
42b—24-0, 

(8) 自由 阿 贝 尔 群 五 由 uu, us 生成 ,而 子 群情 由 

T= ku, du bu, T= u, tku, us, 
r,—u, Fu, tku, 

MER Ibt k EKF 工 的 整数 。 求 出 五 的 生成 元 ww，vayos RR I6 HE AGE 
$1 81488 FE ET 5; 60, (6 1,2,3) ,而 eelies 是 整数 满足 es eile. 

(3) IEH € Br op DIZR BE EAE — FE, 它 的 阶 等 于 任 一 预先 指定 的 如 
的 因子 。( 关 于 阿 贝 尔 群 的 拉 格 朗 日 定理 的 逆 定 理 .) 

(10) 验证 2 RO 是 素数 ) 的 初等 阿 贝 尔 群 可 以 看 作 一 个 由 元 素 0,1， 
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e ,2 一 1 组 成 的 素 域 上 的 天 维 向 量 空间 。 
(11) ERE p^ Urt EU SEDE LR Rp, — BOE E SERIEUR p' Co! — 
1)(22 一 1)(pD 一 1 种 选 法 。( 有 共有 相同 元 素 但 次 序 不 同 的 基 看 作 不 相同 )， 
(12) 证 明 S 27 的 结果 给 出 下 面 卸 阵 的 基本 定理 ， 假 如 B BRA A ff 
m x n 整数 矩阵 , 那么 存在 分 别 是 m 与 % 阶 的 么 模 算 阵 了 与 9 LE PBR = 
D, 此 处 万 = (di), 其 咎 除 前 天 个 对 角 线 元 素 外 ， 其 他 所 有 元 素 都 等 于 等 ， 
JF H.diildai--:ld,,. 


$ 30. 由 有 限 个 生成 元 和 定义 关系 确定 的 群 ， 在 土 一 章 我 们 看 
到 ， 阿 贝尔 群 的 结构 可 以 令 人 满意 地 决定 ， 只 要 这 个 群 由 有 限 个 
元 迪生 成 ,它们 服从 有 限 个 关系 .。 有 个 问题 自然 地 产生 出 来 :是 奉 
有 相似 的 理论 应 用 到 非 阿 贝尔 群 上 ， 这 问题 在 8 12 简单 地 提 到 
过 ,我 们 也 磁 到 过 用 个 非 阿 贝尔 群 移 例子 ,它们 困 生 成 元 和 关系 式 
来 描写 ， 象 所 料想 的 那样 ， 缺 少 交换 律 使 得 情况 变 得 复杂 得 多 ， 
而 本 书 的 范围 只 允许 我 们 介绍 这 个 广泛 题目 中 最 简单 的 概念 和 事 
X, 

MK —3T583x4 RRT HE R a VEmBIIA 
限 个 元 素 生 成 , 旦 具有 有 限 个 关系 。 我们 说 这 样 的 群 是 由 有 限 个 
生成 元 和 定义 关系 确定 的 ， 
9 31. 自由 群 我 们 引进 非 交 换 符 号 xi 22, mus HI 它们 形成 
字 , 字 是 一 个 由 有 限 个 因子 构成 的 形式 积 

ww NE? (5.1) 

Riga, ,7? 取 自 一 组 整数 1,2,.…,n。 因 为 因子 不 交换 ， 
所 以 足 标 可 以 重复 ,指数 a,8,，……, o 是 正 整数 或 负 整 数 ， 我 们 
可 以 把 一 个 字 当 作 1x3, 2 的 一 个 函数 ,而 相应 地 将 妈 更 明 
确 地 写作 w (1,23, *** 24). 

引入 空 字 是 方便 的 , 空 字 就 是 因子 个 数 是 零 的 字 , 以 。 表示 
我 们 定义 | 

x9—e (1—1,2,:*:,0 ), 

一 个 字 称 为 简化 的 ,假如 — 一 些 (5. 1) 形 式 
的 积 , 其 中 没有 两 个 接连 的 x 具有 相同 的 足 标 . 

我 们 来 定义 两 个 非 空 字 % 与 v 的 乘法 ， 写 下 由 的 因子 后 面 
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跟随 2 的 因子 构成 的 形式 积 了 ,假如 了 花 巧 是 简化 字 ,我 们 就 定义 
它 为 4v， 很 如 了 不 是 简化 学 ,; 则 假设 

“ u = Wot”, [Jj — zog, 
此 处 x DUIS HRE Uo 末尾 和 v6 开头 ,我 们 于 是 用 下 面 的 规律 简 
ERP, 


Xm rte (5.2) 


Eid atB-—0.HRADSRIADTO 2"+*， 并 且 可 以 作 进一步 的 简化 和 衫 
去 ,这 过 程 一 直 继 续 到 得 到 简化 各 字 po 为 止 ， 我们 于 是 定义 
uv-—po. . 
应 该 指出 简化 过 程 是 蛤 一 的, 所 以 uv 具有 确定 的 意义 。 合成 规 
则 还 满足 下 击 曲 显 的 规律 
ue-eu--u, 
即 空 字 起 单位 元 素 的 作用 . (5. D BOXE CSS AE: 
woi-—ga.- : 3.) x. 


它 显 然 是 简化 字 ， EREE TEA 
(uv)w-u(vw), (5.3) 


是 有 点 费劲 的 ,最 好 分 几 步 来 实现 ， 

G) 设 + 是 单独 一 个 符号 ,又 设 zx 与 wo 为 简化 字 ( 可 能 是 空 
字 ) ,使 得 uo 的 末尾 因子 与 wo 的 开头 因子 都 不 是 x 的 某 一 具有 非 
FERDE. AD H d mE 

Cug") (atw) — u (atw) — (ut wo, 
Gi) au 5j w d fA ESE sif v EER 3A 
(ux")w —-u(z*w). (5.4) 
HAL 
^ 4 RA.G.Kurosh, 1955, The theory of group, 1, p.126. pE. «RE 
Y», LME ER AER TEATE, MSA KHE.) 
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U= Ut", w= L Wo, 
此 处 wo 与 0 象 人 中 那样 ,而 z 与 上 是 整数 ,它们 SIDE. T 
是 我 们 有 
(ua?)w —[(usz")a* ](x*wy) = Quoz ^ **) (r wo) 
= ug(a* tt w) = ug x* (x7**wg) ] 
= ug[ z" (x^w) ]  (uox") (x*w) —u(z*w). 
(Gii) 最 后 ,为 了 一 般 地 证 明 (5.3), 我 们 对 2 BENTA 20H 1 
Hk. v 退化 到 单个 52° 的 情况 为 (5.4 所 包含 ， 现 假充 
V Ug", 
并 且 结 合 律 运 用 于 zo, 那 么 我 们 有 
(uv)w —[u(vgx?) ]w —L(uvo) x* ]|w 
= (uv) (xw) =u v (xw) | 
— u[ (vga) w ] -u(vw), 
XEN T 46 — UM OU P OG.3)2P9BEBI, 
符号 Ei Eae e E (E 653 89 2E er ER 刚才 定 义 的 合成 规 
M, 形成 一 个 群 , 称 为 x1,72,"… ,Xn 上 的 自由 群 。 TEE RITE 
+ 上 的 自由 群 是 无 限 循 环 群 ( 见 § 5). 在 两 个 符号 4 yY 的 情况 
下 ,标准 的 积 赴 
(xy ?sxz)(yz)—ay my 
(xyP»)(y z)-—xyx 
(ryz )(xzy xz)-a!, 
作为 总 结 ,我 们 可 以 说 在 21.02, x. E 的 自由 群 由 所 有 这 
些 符 号 的 简化 字 组 成 ,这 些 符号 只 服从 平凡 条 件 
xx; =x; v=e (i-—1,2,:::,m) (5.5) 
和 由 它们 导出 的 条 件 ， 应 该 指出 多 于 一 个 生成 元 的 目 由 阿 贝 饼 群 


不 是 自由 群 ,因为 非 平凡 关系 ys! y = e 适用 于 阿 员 尔 群 而 不 
3E HT H m EE. 
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§ 32. 定义 关系 ， 设 G 是 % 个 元 素 所 生成 的 群 ， 比 如 说 

G —8p(gi, 28,7783. 
那么 G 的 每 一 元 素 是 形 为 gsgf.……g? 的 积 。 际 非 G 是 日 由 和 群 , 否 
出 总 存在 非 平 凡 关 系 , 例 如 

£285 EIE TT» 


KAMERAHUS 
T(E:,282,** tEn) —1, (5.6) 
此 处 左边 代表 


(gigi eelerer co) |. 
为 了 更 详细 地 分 析 这 情况 RA I8 n ^r E EBS E ERE FEX 
SLF SIG 上 的 映射 
0: FG, 


其 中 6 用 下 面 的 规律 定义 
Ww(x,,45,***,2,)0— WCE Eo £a)» (5 .7 六 
即 z 的 任 一 乘积 在 0 下 的 象 是 对 应 的 & 的 积 ， 特 别 
eÜü — 1, 


要 指出 的 重要 事实 是 0 是 同 态 。 因 而 假如 wi wi F A 任意 元 
R MBA 
(wiw) — (w48) (w;6). (5.8) 
这 是 由 于 (Wiw3) 定 义 为 用 w5 wi 9I AA Jor AA O18 (5.2) 
(5.5) 进 行 简化 而 得 出 的 简化 字 。 但 是 这 些 规 律 适 用 于 任 一 H, 
作用 在 x; 上 的 运算 对 g; 也 有 效 , 而 这 正 是 (5.8) 所 指 的 。 考虑 到 
0 是 同 态 这 事实 ,我 们 可 以 更 人 简单 地 用 
Xi0=g; (一 1 2 ) 九 ) (5.9) 
来 指明 这 个 同 态 。 从 而 由 重复 应 用 (5.9) 而 得 到 (5.7)， 设 是 4 
的 核 , 即 五 由 所 有 了 的 那些 字 7?(z1,x2，,，… ,#2,) 组 成 , CIE 0 e 
射 到 G 中 的 关系 (5.6) 的 左边 .我 们 记得 由 第 一 同 构 定理 ， 
G-F/R. (5.10* 
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总 结 我 们 的 结 采 ,能 够 述说 下 面 的 定理 . 

定理 17 BFA ti, totte, En h HRE MANDAR 
EDE EPERERA FAT i rtg GS,2, 
e 8)8] F5] AR. 0 的 核 由 所 有 那些 不 的 字 组 成 ;它们 在 0 的 作 
用 下 变 成 G 中 的 关系 ， 

出 现在 (5.10) 的 右边 的 这 一 对 和 群 丸 ， 五 称 为 形成 G 的 一 个 袁 
8. 一 个 群 可 以 具 有 许多 这 样 的 表现 。 反 之 , 选择 已 的 某 一 正规 
THR, EXGAÀF/R. 那么 G 具有 生成 元 gis; R(GG—1,2, 
ee R)B B XAr(SD6E8nctS En) 51, AES T (21, Viste, m Dod 
BER. B g(gienco8-)-l12E5 GRJX AA CABL DC gx, 25, 
eE) R= R, BI g(ri 25,5: E € E. WRACA GA 
JE JILOC BI X H9 2 R. BF XX EB p, ITRI R A GX 


$ 33. 群 的 定义 ， 我 们 现在 详细 讨论 G 被 2 个 生成 元 Bog» 
gH m 个 关系 


Prl E182, ga) 71 (k—1,2,***,m) (5.11) 
所 定义 究 觉 意味 着 什么 .假如 (gg ttn) 5l 及 rT(g1,82 
8 二 是 G 的 关系 ， 那 么 下 面 这 些 式 和子 也 十 G 的 关系 
OCSlS2 BT 8» 801, 
{o(g1,82,° °° Enr) Sl, 
K 
g (o(gu gn: Eag =1, 
Iit 8 JÉG E nR. ERR. etnii 
p(81,82,*** 83) =l, (5.12) 
它 人 队 所 给 的 关系 (5.11) 应 用 任意 有 限 次 上 面 的 运算 而 吐出 ， 则 称 
之 为 (5.11) 的 导出 关系 . 
利用 zz ……， x. E H9 BERE PES TREE T— 005, 
43, 2.) EOS AR CO. 12) HIER. 不 失 普 过 性 , 我 们 可 以 假定 这 
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无 一 个 简 佬 字 , 因 此 它 是 F 的 一 个 元 素 。 例如 ,我 们 将 不 承认 关 


g£ig£;83/ 8g182 一 1， 


£ig3/£1g3/—1 
AERE. 关系 (5.11) 对 应 于 字 
7 一 DZ12Z2 Tn) (R=1,2,...,m). (5.13) 
这 些 关 系 以 及 所 有 它们 的 导出 关系 构成 FPES riro tttm 
TAX SIEUT RE Ro, XE LX 
fg-—iTiT2.ttt.T4J., 
WR Ti, 72,5, TS 的 正规 闭 包 . 它 恰 好 就 是 由 所 有 元 素 w^ iruw 
PTERA F ETEK, Ead re HOM ri, Toste, Tmo M o EF 的 任 
HJER. ÈE Ro 由 (5.11) 及 了 完全 决定 。 根据 定理 17,G 与 
F/R 同 构 , 此 处 请 是 G 的 关系 群 。 因 为 是 所 有 ER rgs, 
gn) 二 1 是 G PRAWE T E 3, 5,4) HJ E, FÆ Ro 
的 每 一 元 么 属于 R, Bi 
Ro ER, (5.14) 
假如 
RQ—R, (5.15) 
我 们 将 说 G 由 生成 元 81,82, En 及 关系 (5.11) 所 定义 , 或 者 
更 简短 地 说 ,(5.11) 是 G 的 一 组 定义 关系 。 表达 得 更 随便 些 ,只 


”要 一 开始 就 假设 G 为 慰 个 元 素 所 生成 ， 那么 条 件 (5.15) 说 明 所 


给 条 件 (5.11) 以 及 它们 的 导出 关系 包 含 所 有 可 能 的 关于 G 的 构 
造 的 信息 . 顺便 指出 , 我 们 并 不 规定 生成 元 或 者 关系 是 不 多 余 的 . 
在 大 多 数 实 际 情况 中 , 少数 关系 就 足 够 定 义 一 个 群 ,然而 除非 
(5.11) 是 空 的 , 正规 闭 包 Ro 一般 是 无 限 群 , 因此 通常 难以 计算 ， 
而 描述 G 可 能 不 得 不 依靠 间接 方法 ， 

”接着 我 们 必须 考虑 下 面 的 存 在 性 问题 , 给 出 一 组 关 AX 
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(5.11) ,是 否 存 在 多 个 生成 元 上 的 群 @G, 对 于 它 (5.11) 是 一 组 定义 
关系 ? 一 个 简单 的 构造 卖 明 这 问题 的 答案 是 肯定 的 。 从 (5.11) 出 
发 ,我 们 构造 正规 闲 包 有 Ro, 并 令 
G= F/R, (5.16) 
XRF n dr pu S 
g? =x; Ro (1—1,2,-:**,n) 
生成 ,它们 满足 所 有 的 关系 (5.11) .事实 上 ， 

Plg t, Ea) SPa Ei East, En) Fo T, E, — Ro, 
HATER. 现在 假设 是 G6 的 关系 群 , 它 的 定义 在 832 R 
尾 , 那 么 

Gœ F/R., 
Rán Cxi ya Yo) Æ R RE mR, M r E mls, 
nR, ERN Go 的 一 个 关系 。 因 而 我 们 有 
r(g?,82 ,BH) 5T T1, 29,7 **,2,) Ry — Ro, 
从 而 ?YE Ro， 这 意味 着 有 Ro, 它 与 (5.14) 一 起 可 得 出 (5.15)， 
因而 (5.11) 是 一 组 Go 的 定义 关系 ， 当 Ro— PF Bp, 只 有 平 几 群 满 
(5.11). 

我 们 构造 的 群 Go RRE. 1DØ RK RK RAR” BURE. 
这 一 点 用 下 面 的 定理 可 以 说 得 更 准确 . 

定理 18 设 G 二 gp{g1,82,'"'，8rj 有 是 具有 下 面 定 义 关系 的 群 

Qx(£1.£2,7** En) =le (R—1,2,***,m), (5.17) 
假设 H =gp{hi, fis, hu) hA FFE X A PP 

Dx (Ra ha, ha)—dg (R—1,2,:::,m) 
以 及 其 他 可 能 的 不 是 它们 的 导出 关系 的 关系 ,那么 , 借 劲 于 映射 e: 
G--H,s 定义 为 EM | 
gh, (i—1,2,:::,m), 

HXGWB8EsSÉ. | 

证 明 AA G 5 H RE n MERIC, 4r E 6] 68 
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0:P,—G, m FH, 
HE R 与 5, 它们 分 别 是 G 与 并 的 关系 群 。 THG.15):X 3X 
们 有 


E = fig, 
因为 (5.17) 是 一 组 G8 Dy X283. KTH 的 假设 等于 说 
SSRA), (5.18) 


我 们 于 是 转 到 去 询 造 一 个 映射 e, 
| 
GUAE 2). 1x u-—w(gi. £a, "tt £a) G 的 任 一 元 入 ， 因为 Ü Jg 103 


m Eo , 
G 
0 N 
H 
" 


图 2 
于 是 存在 F 的 元 R ssl zw Gn ast ms) CCS T), 使 
得 


F 


zÜ— u, (5.19y 
当 u 给 定时 ,(5.19) 的 最 一 般 解 是 z7, 此 处 7 是 RO WHEXOOR. 
因为 20—2'0 当 且 仅 当 > !z 属于 R 我 们 接着 断定 : fan z yi 
足 (5.19) ,方程 

ue- zm (5.205 
决定 一 个 从 G5 H 上 意义 明 确 的 映射 。， 即 我 们 必须 验 亚 , 假如 
我 们 用 zr 代 2, (5.20) 右 边 保持 不 变 ， 但 是 

(2r)g— (zn) (r9) = 21, 

因为 由 (5.18),7E5, 因 而 77 二 1x， 容易 验证 


(u,e)(us8) —(ui1us)e, 
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BRE edu. TREAS.I4 u— e. 时 ,我 们 可 以 令 zm; A: 
得 出 
ge—xg-—h, (i—1,2,:--,n). 
显然 , 它 完 全 决定 了 exu] e ZEB. 
在 我 们 以 前 (912) SEIEN ETZZXIRUBE P SGEGX YS BEZE TI 
WH, TAX G—gp(ia.c? 起 由 如 (2.27) 的 关系 
a?—c?^-(ac)?-—1 (5.21) 
所 定义 .我 们 利用 在 生成 元 4% 与 yY 上 的 目 由 群 EE TEX 
Mi, CT— y", 73 一 (YY) 
与 (5.21) 中 所 给 的 三 个 关系 式 祖 联系 , 议 
Ro= {7r1,72,73}" 
及 Go 二 了 /Ro，G 的 元 聚 古 障 集 wRo, 此 处 wwE 下 ,容易 看 出 每 一 
说 集 等 于 
Ro,x Ro, wv Ro, y Ro, yx Rg, yx^ Ro (5.22) 
中 的 一 个 ， 例 如 ,zy Rr 二 yz?*Ro, 因 为 zy 二 yx?7, 此 处 
r=rīi(ærzlæ !)rs 
是 R 的 元 素 ， 目 前 我 们 还 不 能 断定 (5.22) 中 的 六 个 陪 集 契 不 同 
的 ;因为 可 能 有 (5.21) 的 隐 藏 的 导出 关系 使 得 蘑 些 障 集 相 寺 。 可 
是 ,|Go 专 6, 而 我 们 知道 假如 五 是 任意 一 个 两 个 生成 元 的 满足 
(5.21) 的 群 , 那么 , H ÆG 的 同 EZ, AMG, REES 
五 二 Ss 满足 这 些 要 求 ， 因 为 S. 由 下 列 元 素 生 成 ， 
&—(123), »=(12) 
EE 
a= y?—(ay)*—a, 
BE ARIS. — 6, 3x fi HEEBREIG | — 6, P EG Co::55. 
作为 这 些 思想 的 进一步 应 用 ， 我 们 说 明 使 G 阿 贝尔 化 的 方 
法 ,; 即 从 G 转变 到 G/G', 它 是 G 的 最 大 阿 贝尔 同 态 象 ,这 等 于 
在 原来 的 关系 之 外 加 上 关系 ， 
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£i 8g; gg = 1 (iJ). 

G/G" Wat T Ae ARERI REIRE, 

例 5 G 是 四 元 数 群 

at= 1,a?-—b?,ba-— a*b (5.17) 

时 ， 找 出 G/G 的 构造， 

阿 贝 尔 群 G/G ha 一 aG 和 与 5=8G 所 生成 ， 在 加 法 记号 中 ， 
a,b 满足 从 (5.17) 导出 的 关系 

4á—0,2a-—-2b,b-a-3a«b, 


这 些 方程 简化 为 
2aà-25b5-—0, 

对 应 的 关系 矩阵 已 经 是 对 角形 式 ,从 而 我 们 推断 
G/G'zxC,0C€,, 


[E hniE 1,23, x. ERG B HREF A XREN IER ge [DL 
BE. BH IARULP/F'—«xpxsc:,0790(1828). peT S aE”, 
因而 F/F 是 在 名 个 生成 元 上 的 自由 四 贝尔 群 .顺便 指出 从 这 论 
述 得 出 ,在 不 同 个 数 生 成 元 上 的 自由 群 不 能 是 同 构 的 ,因为 
设 F n Fa Dal m Mn AEREN A A R MRETI 
是 同 构 的 .那么 F./F. 5j En En 也 会 是 同 构 的 ,但 是 它们 分 
Al m 与 % 个 生成 元 的 自由 阿 贝 尔 群 。 而 我 们 知道 它 们 不 可 能 
Ej, 除非 m= 二 nn( 见 26)， 最 后 我 们 不 加 证 明 地 提出 ， 每 一 个 
自由 群 的 子 群 都 是 自由 群 这 个 重要 但 是 困难 的 定理 


jj — 8H 


(1) 证 明 自 由 群 的 导出 群 由 那些 字 组 成 ， 其 中 每 一 个 生成 元 的 指数 和 
TTE., xim. Im. xmi.) 


* WMarshall Hall,Jr, The Theory of groups.p.96. A hiz E eo AX 
明 译 .科学 出 成 社 , 1981.) 


A 
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(2) ?34 G 由 (0) a'!— b —(ab)'—1,(iDa* 1,b?*—(ab)*-a? 给 定时 ， 


决定 G/G 的 构造 ， 
(3) 证 明 假 如 GH a,b ÆR 
AG-ilkL 


:QJb hit A X R a bLa-ó*,07!55--a' 3f 
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S 34. 子 群 列 。 在 数学 上 研究 复杂 对 象 时 通常 将 它们 分 解 成 较 简 
单 的 “不 可 约 ” 成 分 ， 比 如 整数 分 解 成 素数 ， 多 项 式 分 解 成 不 可 约 
因子 ， 等 等 。 为 了 使 这 种 分 解 有 意义 ,分解 必须 是 瞧 一 的 ， 这 一 
所 与 所 研究 对 象 的 内 在 竹 质 相符 ， 
在 群 G 的 情况 中 ， 这 方法 在 于 用 适当 的 附加 前 性 质 考查 某 些 
下 降 或 二 和 苍 的 子 群 序列 
AA. 或 Bax Bee (6.1) 
dx 12:58 4g — TREEREN G 的 一 些 构造 ， 但 结果 是 ， 没 有 
一 个 能 够 多 全 刻画 G， 序 列 (6.1) 称 为 子 群 列 (这 里 借用 序列 一 
词 谷 要 得 到 分 析 学 罕 的 误解 .) 
$ 95. 约 当 - 堆 尔 德 (Jordan-Heider) 定 理 .我 们 记得 ,假如 一 个 群 
的 阶 大 于 1, 又 没有 非 平 几 正规 子 群 ,这 个 群 襄 称 为 单 群 (§ 19), 
对 于 任意 一 个 群 ， 下 面 的 定义 描写 了 一 类 重要 的 王 规 子 群 . 
定义 5 正规 人 在 
在 与 G ,4 不 同 的 正规 子 群 书 ,使 得 
GI» H[» A. 
Hag 10 (8 22) ,这 等 于 说 C/A 没有 真正 规 子 群 。 因 而 上 面 的 
定义 可 以 改写 为 
242485] 正规 子 群 A( 六 G ) 是 G 的 极 大 正规 子 群 ,， 当 Eds 
SG/AAXX. 
一 个 群 可 以 有 几 个 构造 和 阶 彼此 不 同 的 极 大 正规 子 群 ， 假 如 
G /4 是 素数 阶 ， 那 么 4 是 极 大 正规 子 群 。 还 有 ,假如 G 是 单 群 ， 
那么 {1} 是 叭 一 的 极 大 正规 子 烙 ， 
为 了 人 简化 讨论 ， 我 们 在 本 节余 下 部 分 限于 讨论 有 限 群 。 得 出 


< 
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的 结 采 也 适用 某 些 类 型 的 无 限 群 (例如 凡 A. G .Kurosh.Theory 
of groups, 1,110—116), BERTRANS pz FH] ELA SURE PR RE. 
fg An GoRAR S22. Ai AEUOISJAST T ARCU ET EE EC a E 
4 的 极 天 正规 子 群 ，4， 是 A. WEAKER TEH S, NIRA 
定义 的 这 些 格 的 阶 是 严格 下 降 的 ， 最 后 我 们 一 定 会 到 达 单 位 元 


EL 0 FG(—4)05 T3] 


41,45, **, A; (6.2) 
称 为 G 的 合成 列 。 假如 
(i) GADA: DAD} (8.3) 
且 
(ii) G/A,, 41/ Ao, 4 1/A,, A, (6.2) 
是 单 群 . 


必须 清楚 地 理解 当 4, 在 AL 中 是 正规 的 ， 又 的 确 是 极 大 正 
规 子 群 时 ,4, 不 需要 在 (6.3) 序 列 中 A; n i [e 23 PRSE 中 起 正 
规 隐 .特别 ,在 (6.2) 的 那些 群 中 ， 只 有 41 必须 是 G 的 正规 子 群 。 
《6.4) 中 所 列 出 的 商 群 称 为 合成 商 群 或 合成 因子 ， 

因为 极 大 正规 子 群 一 般 不 是 瞧 一 的 ， 一 个 群 可 以 有 不 止 一 个 
的 合成 列 ， 可是, 下面 的 基本 定理 肯定 合成 因子 (下 到 重 排 和 网 
构 ) 是 了 唯一 的 ， 因 此 合成 因子 组 构 抱 群 的 固有 性 质 . 我 们 将 只 对 
有 限 群 证 明 这 结论 . | 

定理 19( 约 当 - 霍 尔 德 ) ”在 有 限 群 的 任意 两 个 合成 列 T. 
成 因子 , 除 它们 的 次 序 外 ,是 成 对 同 构 的 . 

证 明 ”让 我 们 详细 好 分 析 这 说 法 . 设 

G(= Ao)D ADbAD:-DADPO (1) 
及 

G(= Bo)D BD B.D. eI BV (lj 
是 G 的 两 个 合成 列 。 假 如 合成 因子 


122 d TOR m 


Gf A, Ayf A AL Ar, 4, (I)" 
及 
G/ Bi, Bil BP2,*** ,Bs-/ D, B, (I^ 
ERE SHEAS s XOME FL 19 , RRSSAA. 显然 , 这 在 
MAARI PEA f^ SEPLOSSR 231 10 El io1E T 证 明 所 有 
合成 列 在 这 个 疮 义 下 是 等 价 的 。 注意 ， 特 54. CD OD 意味 着 
r=s, 
当 G EAR RE ARENARIA E GDU EKE, 75 
(ID 骨 定 是 相同 的 ,而 我 们 有 7? 二 s 二 0， 因 而 定理 有 显而易见 运用 于 
所 有 单 群 ,而 特别 适用 于 所 有 阶 小 于 4 的 群 , 
我 们 将 对 于 1 G A IE E ARROI, 即 
我 们 今后 假定 291 及 s 宇 1， 必 须 区 分 两 种 情况 
(1) 4, — Bi, AD S OD 4 RIBAMA 4 的 
合成 列 ， 即 
Ai» Ai DADO 
AD Bi» D BIDS 
FA 14a | «1G, HAB EUR Er ESL 
| Ai A, Af A5, 4 
及 | 
41/ Bz, Bs/ B3, 8, B, 
是 成 对 同 构 的 .因为 (D “与 (ID 的 第 一 项 现在 是 相同 的 , Br Ds 
们 有 (IJ 人 (ID)， 于 是 在 这 情况 下 定理 已 证 明 . 
(ii) 48.. 因为 41<4G 及 BIG, EOL S 15) 
| | C —A,B,(— B14) 
RAE G REAN, 且 包 含 4 与 Bi 作为 子 群 ,特别 
mE GzCAA,. 
但 是 A, 是 G 的 极 大 正规 子 群 ,因而 或 者 C=G 或 者 0==41， 后 一 
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个 可 能 性 必须 放弃 ,因为 ,既然 Bl1<C, 这 车 味 G 和 >41B1, 这 与 
B, 是 极 大 正规 子 群 的 事实 是 不 相 容 的 ， 因 而 
(一 4 也 1， 


ix D-—A,0»8B, 应 用 定理 10(8 22) 我 们 得 出 

G/4:=B,/D, G/ Biz A/D. (6.5) 
根据 G/ A1 55; G/B, By 9 3 JR Am B/D 及 A; D E i SR 
群 ,好 D 是 4 与 Bi LUEBSECKAEXUT- BE, dx 


DD D:D. ADe 
是 万 的 任 一 合成 列 ， 我 们 因而 能 构造 两 个 G 的 合成 列 ， 即 
GD> AD DP DD :CDDP1{1)} (111) 
及 
GP> BD DP DD:::D DD {1}. (IV) 
事实 上 ， 所 有 合成 因子 
G/A,,A4,/D, : PD/Di,'::,D, (IHI )" 
A : 
G/B,,By/D,: D/Dy,:*:,D, (IV)’ 


象 刚才 所 看 到 的 那样 ,都 是 单 群 . 慌 直 线 右 边 的 合成 因子 对 寺 (III) 
与 (IV) 是 相同 的 ， 而 己 直 线 左边 的 合成 因子 当 交 又 配对 时 是 成 
对 同 构 的 ,因而 (ID)~(IV)， 因 为 (D 与 (ID 的 头 两 项 相同 , 这 是 
我 们 在 (i 让) 中 讨论 过 的 情况 ,因而 (D~(IID .相似 地 ， CH) n CIV). 
因而 我 们 断定 (4D 人 (ID。 这 束 完 成 了 和 证明， 

我 们 用 两 个 例子 说 明 这 定理 ， 它 们 都 相当 简单 。 因为 我 们 还 
没有 健 见 过 阶 为 合 数 的 单 群 ( 见 $ 41). 

(1) 设 G 是 6 阶 (§ 14) 的 非 阿 贝尔 群 ， 它 能 用 下 面 的 关系 定 
X: 

a?-—D?-—(ab)?-1. 

子 群 4 二 gpfa} 是 3 阶 群 ， 在 G 中 的 指数 是 2， 因而 4«16 (8 19 
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{1Y)), 及 
GY 4D{1} 
是 合成 询 ， 因 为 因子 
G/A=C, K Az C; (6.5) 


Je zs o Bani Aen RE. 
(2 ix G-gp(sMEÉ 6 阶 循环 群 ， 那 么 A;—gp(7) E 3 Br 
n. Xp RIRBEDUSA YEEARRGERHUS, SETA AX 


G[» Aj» (1) 
外 有 合成 因子 
G/ A;2zC., 与 4, 兰 Cs， (6.7) 
或 省, 我 们 能 从 2 阶 子 群 As gpU 7E 8 3C LL 
G^ As (137, 
它 的 因子 


G/ 42C3 及 Ag C, 

与 (6.7) 相 同 , 但 是 次 序 相 反 . 我 们 看 到 . 虽然 (1) 与 (2) 中 的 群 G 
不 是 间 构 的 ， 但 在 (1) 与 42) 中 出 现 的 合成 因子 是 相同 的 。 在 两 种 
情况 中 合成 因子 郑 是 素数 阶 。 这 个 性 质 是 很 重要 一 类 群 的 等 点 ， 
RIIE TRIK, 
8 36. 可 解 群 . 

定义 9 有 限 群 称 为 可 解 的 , 复 如 它 的 所 有 会 成 因子 是 素数 
Fr. . 
下 面 的 命题 常用 来 决定 给 定 的 群 是 否 是 可 解 的 . 
命题 15 假如 有 限 群 G 和 包含 正规 子 群 媚 , 使 得 妃 与 G/ 忆 是 
THa, GÆ TREA). 

WEBB ”假如 这 些 条 件 满 足 ， 我 们 有 合成 列 

H[»Hij»:epHBpt (6.8) 


G/HDPSG, HD DGJHIH. (6.9) 
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(应 该 记得 G/H 的 任 一 子 群 可 以 写成 A/H, AR D IE G/H 的 单 
位 元 素 .) 由 假设 , (6.8) 与 (6.9) 的 合成 因子 是 素数 阶 的 , 特别 ， 
G,/ 有 有 瑟 数 阶 ， 因 为 由 定理 9 ($ 22) 


GiH ou y E 
Q ,/ 1l 2 G;./6G, (Gy —G), 


我 们 推断 
G8, DG. De DO HPHiPD---DH,DOD 

是 G 的 合成 列 ， 其 中 每 一 合成 因子 是 素数 阶 ， 因 而 G 是 可 解 的 ， 
这 个 结论 的 用 处 由 下 面 的 应 用 来 说 明 ， 

命题 16 ”所 有 有 限 阿 贝尔 群 是 可 解 的 ， 

证 明 设 4 是 有 限 阿 贝尔 群 ， 假 如 |4| = p, iik? EER, 
那么 合成 列 

AD {1} 

指出 4 的 可 解 性 。 于 是 我 们 关于 14| 应 用 归纳 法 ， 而 且 假 设 4 的 
阶 是 合 数 ， 那 么 4 具有 真子 群 吾 (第 二 章 , 习 题 4) ,五 在 4 中 必然 
是 正规 的 ， 因 为 五 与 4/H 是 阶 较 |4| 小 的 阿 贝 尔 群 ,归纳 假设 意 
Bk HER A/H 是 可 解 的 ,因而 由 命题 15 4 是 可 解 的 ， 

命题 17 所 有 有 限 p- 群 是 可 解 的 . 

证 明 设 P 是 有 限 群 使 得 | P| 二 8", 此 处 了 是 素数 . 当 n=1， 
群 肯定 是 可 解 的 。 所 以 我 们 关于 用 归纳 法 ， HETS 18), 
P 的 中 心 Z 是非 平 凡 的 ,于 是 必然 2< PP， 现 在 ,2 是 可 解 的 ， 因 
为 它 是 阿 贝 尔 群 ;而 P/2Z 是 P- 群 , 它 的 阶 小 于 2». 因而 由 归纳 法 
P/Z 是 可 解 的 ， 于 是 由 命题 15,P 是 可 解 的 . 

最 后 ， 我 们 提出 可 解 群 的 一 个 刻画 。 它 似乎 比 原 来 的 定义 请 
要 的 条 件 更 宽 ， 

命题 18 有 限 群 C 是 可 解 的 当 且 仅 当 具有 子 群 Bi, Boett, 
B, 使 得 | 
GI BID BD: DRED (G-B,jí(1 8,4), (6.10) 
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2dK—BQaU/ BB AEQG-1,2,:-,8 1). (6.11) 
证 明 假如 G 是 可 解 的 ， 那 么 由 定义 7 存在 一 个 列 (6.10)， 
其 中 B;-1/ B, 是 素数 阶 的 ,因此 是 阿 贝 尔 群 ， 反 之, 假定 (6.10) 与 
(6.11) 成 立 , 我 们 可 以 假设 在 (6.10) 中 没有 多 佘 的 项 ,所 以 每 一 群 
是 它 的 前 项 的 真子 群 。 我 们 用 关于 jcj] 的 归纳 法 进行 讨论 ， Wa 
(6.10) 的 首 项 ,我 们 对 Bi 得 出 一 列 , 由 归纳 法 ， 这 意味 B1 是 可 解 
Hg. 在 (6.11) 中 使 1=1， 我 们 看 到 G/B, 是 阿 贝尔 群 因而 是 可 解 
的 。 因 而 由 命题 15, G 是 可 解 的 ， 
§ 37， 导 出 列 ，G 的 导出 群 G' 以 及 它 的 某 些 性 质 已 在 § 23 中 介 
绍 过 .我 们 记 起 (定理 11)G 是 最 小 的 具有 阿 贝 尔 商 群 的 正规 子 
群 。 形 成 导出 群 的 过 程 可 以 重复 。 因 而 我 们 构成 序列 
G=(G0) ,0,0 —(G!)',---,G = (GY, ee, 
因为 GO GEOP ,我 们 能 够 写成 
GIRG'mGÜm.e GE... (6.12) 
这 称 为 群 G 的 导出 列 。 (6.12) 中 每 一 群 不 仅 在 它 的 前 项 中 是 正规 
的 ,而 且 是 前 一 项 的 特征 子 群 ( 见 第 三 章 习 题 14)， 因而 是 G 本 身 
的 正规 子 群 ， 这 导出 列 可 能 终止 于 某 一 项 ， 即 对 e i, GOD = 
Go， 当 然 ; 当 G 是 有 限时 ,这 必然 会 出 现 ， 可 是 我 们 最 感 兴趣 的 
情况 是 (6.12) 终 止 于 单位 元 群 ， 因 为 这 还 给 出 可 解 群 的 尹 一 种 描 
5. 
定理 20 ARÆGÆ TAR 3 Bs v9 hR F x 
位 元 群 ， 即 GCC 一 { 人 1}， 对 于 某 一 非 负 整数 s. 
证 明 (i) 假设 GO -—OLBIESiRBIBE DE 
GG G6 m. GCUD (1). (6.13) 
由 定理 11,GC€-P/GO REB ERE. Bof (6.13) 是 命题 18 "p BEA 
虑 的 那 种 类 型 的 列 ， 即 G 是 可 解 的 . 
Gi 假定 G 是 可 解 的 ， 因 而 基 有 一 子 群 序列 满足 (6.10) 与 


z -- Ei — —MÀ— n — — — — ———  — — A — — 


(6.11)。 我 们 断定 
GOxB, (i-1,2,:*:). (6.14) 
因为 G/ B IE UL AREE EIER AER 11 推导 出 G' Bi, TERT 
作 归 纳 假设 GU DEB. 显然 只 要 从 导出 群 的 定义 ， 即 可 知 当 
Ks LI, KSL. Bh 
GO (GU DYB., , 
因为 B;-1/B; 是 阿 贝 尔 群 , 我 们 再 一 次 用 定理 11 米 断定 Bi sS 
六 ,从 而 GB,， 这 证 明了 (6.14)。 当 i1=s 十 1 时 ， 这 结论 成 
为 
G“+tD<B,,1={1}. 
因而 导出 列 终 止 于 单位 元 群 . 
S 38、 莓 零 群 ， 在 这 节 我 们 将 介绍 一 类 群 ， 它们 的 结构 ， 在 最 运 
于 分 析 这 一 点 上 , 仅 次 于 阿 贝尔 群 。 我 们 从 推广 好 23 上 所 定义 的 
换 位 子 概念 开始 .对 应 G 的 任意 子 集 4 ,8 ,我 们 可 以 构成 子 群 
[A,B]—gp([a,b1la € A,bC Bj. (6.15) 


[a,b] —(a^!b^iab)-!—b^!a^!ba-[b5,a], 
AA | 
[4,B]=[B,4], (6.16) 
因为 (6.15) 中 每 一 生成 元 的 求 逆 并 不 改变 所 生成 的 群 。 显然 , 假 
如 B<C, 那 么 [4,B]<[4,C1. 
我 们 将 任 一 群 G 与 如 下 归纳 定义 的 子 群 序列 相 联 系 : 
D,—-G,DT,-[T,,G]—G',---,T,4,4,—5 [T 5G], ***. (6.17) 
我 们 将 证 明 Dau srk —1,2,**), M R1 这 是 显而易见 的 . 
[ET RT a RDISUSETRHESEHBD T LPSG]ISLIU, 56 j= 
因而 (6.17) 事 实 上 是 一 下 降 询 
G:—DQmDQGmeeEVEEQuaím-e--f. (6.18) 


每 一 广 是 G 的 特征 子 群 , Hil Au a 是 G 的 自 同 构 , 那么 Ta — T, 
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( 见 (3.50))， 因 为 ,既然 gc:GCG->G RE lu] zs, 我 们 有 [ia ,ba= aa, 
ba Bf A4.Bja-[4a,Ba]. SiigGa—GXEU,a-[l,a,6 . 
假如 我 们 已 经 证 明 Dua —D,, 24 k—13X AÀE ub du E A, Hg, 352A 
Feria = [rG] k. iX 

l',a -DI,(R—1,2,3:-*), 
从 而 TiqG(CR=1,2.3,……) ,更 有 理由 得 出 Fi<T (9.18) 的 
一 个 不 很 明显 的 性 质 必 示 如 下 : 

命题 19 DE D AF G/n PSA. 

证 明 X :GG/T,u AEG $8) G/T ES E ZA SF, BI xy 
—zlaaed.gbAbxCG, v REF Dua. Tel 鸭 典 型 元 素 
Ae U= ubey IEAB u 是 二 的 任 一 无 素 。 我 们 人 必须 十 明 对 于 所 有 
的 x, 及 与 交换， MWRITER, x |—1, Ieiki.) 
是 G/Ts+! 的 单位 元 素 。 现 在 

[4,r]-—[luv,zxv]-—[u,x]x, 


HD x Dux JC Dua. Big. Lu, e]jy=i 这 证 明了 我 们 的 


断言 
下 面 ， 我 们 将 对 任 一 群 G 定 义 一 个 上 升 列 ， 构 造 这 上 升 列 基 
于 下 引 理 ， 


引 理 设 U 是 G 的 特征 子 群 ,又 设 V/U 是 G/U 的 中 心 ， Hz. 
VEXGHuÜuiais. 
”证 明 群 了 可 以 摸 写成 与 G“ 模 乙 ? 交 换 的 G 的 最 大 子 群 ， 即 
[V,G ] «U, 
事实 上 ,假如 我 们 应 用 自然 映射 a: G—G/U ,'iz "2& j^ U , 这 关系 
成 为 [Vg,G4j=={ 引 ， 此 处 i 是 G/U 的 单位 元 素 ， 这 意味 着 了 /DC 
(—Vpu) 的 每 一 元 素 与 G/U=(Gu) 的 每 一 元 素 交 换 。 现在 假设 
a 是 G 的 自 同 构 , 那 么 [7c,G] 和 Ze， 根据 假设 ,Ze= 忆 ,因此 [7 
a,G]<U. Nm, EFV RAKE, Vac, 假如 , 我们 用 自 同 构 
a 代替 a, 可 类 似 地 推导 出 Va-i1CV， 有 即 VCVa.， 因 此 Va= 
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V. Dim VERAT. 
现在 令 0 一 人 人 1》， Xis Z 是 G 的 中 心 . 因为 2 是 G 的 特征 
子 群 ,我 们 从 引 理 推导 出 存在 特征 子 群 22 ,使 得 Z2/21 是 G/ ZAHN 
中 心 。 我 们 利用 2Z,+1/2; Æ G/2Z; 的 中 心 , 归纳 地 定义 Zi 
而 我 们 构成 一 个 特征 子 群 的 上 升 列 ， 
{1}= Zo xZx-xZ; x (6.19) 
S RTTPEBESE IT JBDRE SHE 88 G ,存在 序列 (6.18),(6.19)， 
(HAE (Edu G —G'C—T,), BU Zi). "ET slt 6x — 
项 。 我 们 对 相反 的 情况 最 感 兴趣 ， 那 时 序列 从 群 G 伸 展 到 单位 元 
BECGO ,因而 具有 最 大 长 度 ， 
定义 8 (i) 群 G 称 为 具有 长 度 为 了 的 下 中 心 群 烈 ,假如 
G-—VU; 5p: ED,25:2D,»5DHa7i15 (6.20) 
swak Da m [D,,G](R8 —1,2,* 5,7), 
(ii) 群 @G 称 为 具有 长 度 为 3s 的 上 中 心 群 列 , 假 如 
人 (17=2Z0<2Q 一 < < 0 一 人 G， (6.21) 
seal Z,;/ 2,105 G/Z,., 89 9 (21,2, 715,8), 
象 在 引 理 中 那样 ,Z, 可 以 被 刻画 为 G 具 有 以 下 性 质 的 最 大 子 
群 | 
[2,G]«Z,.. (6.22) 
在 两 个 中 心 群 列 的 项 之 了 间 存 在 某 些 值得 注意 的 关系 。 事实 
上 ,我 们 将 发 更, 假如 其 中 一 列 存在 , 另 一 列 也 一 定 存在 ,而 且 两 个 
列 具 有 相同 的 长 度 . 
首先 假设 G 具 有 长 度 为 7 的 下 中 心 列 ,因此 (6.20) 成 立 ,接着 
对 群 G 考 典 列 (6.19)。， 我 们 上 断定 
Drs SZ: (1=0,1,.*.,7)., (6.23) 
M i=0 BL SE AGREE RS RD CLIE Da — 03 Zo，。 作 归纳 
[E Au P. n6. 23) AC — REIRI i OL. FMA HEH Duci 
Zi， 因为 人 41; 二 LT 了-;, Gj。 SRE6EXELD.Gl«eZ. 由 
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(6.22), Zi EWELL Zana] Z 的 最 大 子 群 ， BIET Zu, 
因而 对 所 有 的 i 证 明了 (6.23)， 特 别 , 当 i=7, 我 们 得 出 T=G < 
Z,， 这 意味 着 Z; 一 G， 央 而 (6.19) 至 多 在 7? 步 之 后 终止 于 G. Hl 
G 共有 一 个 上 中 心 群 列 , 它 的 长 度 s 满足 
Sr. (6.24) 
EX. RÆ (6.21) G or .JESS Xr REOS E 1(o0.18),. 我 们 现在 
断定 | 
DSZ (—1,2,:-:,s5-01), (6.25) 
当 i 二 1 时 , 这 是 正确 的 , 因为 我 们 已 经 假定 2, 二 G=T1I， 用 归纳 
法 进行 证 明 , 假设 (6.25) 对 一 特定 i 成 立 , 而 我 们 想 证 明 Dum 
Z.i, ERE, RIJE Dua -[IrG]«[Z,4.5,G]«2,., 8E 
求 的 那样 。 在 (6.25) 中 , 令 i=s 二 1, 我 们 靳 定 T,,j 志 86={1}, HI 
ri= 人 41。 因而 (6.18) 至 多 在 s+1 步 以 后 终止 于 {1}, 这 证 明了 
G 具有 下 中 心 群 列 , 它 的 长 度 7 WI rss. 与 (6.24) 一 起 , 这 证 明 
T s=r, 
前 面 的 研究 使 我 们 最 后 能 够 确切 定义 本 节 开 头 提 到 的 这 类 
üt. 
定义 9 GOGdLAGWGUEBdAc RP TGcAES,AX.A 
V5, JADUAE Leugg), i30 9]465A3OK RO ARXGOSCECEGE GL. 
Bj 1 假如 4 是 阶 大 于 1 的 阿 贝 尔 群 ， 那么 上 中 心 群 列 约 化 
到 
{1}= Zo<Z1=4, 
因而 阿 贝 尔 群 (六 {1}) 的 集 与 类 数 为 1 EE RE RS f A, 
例 2 AR p-FEXCE CREER, 假如 已 是 有 限 p- 群 , WARE 
BB 7(§ 18), 它 的 中 心 21 具有 大 于 1 的 阶 ， 现在 了 /Zi 也 是 p- 
群 ,因此 它 的 中 心 2;/21 是 非 平凡 的 , 即 21 二 2，， 相 似 的 ，P/2， 
具有 中 心 23/22, 此 处 Zs 之 Zs。 象 这 样 继续 下 去 , 我 们 构成 严格 
上 升 列 


UL} = Zol ZKL LZ 
国 为 Pp 是 有 限 的 ， 这 上 上升 列 一 定 会 结束 . inik, X RE E 
2 ,一 忆 时 。 因 而 已 县 有 二 中心 群 列 ,因此 是 医 堆 群 。 MXTS 
群 的 许多 结果 中 ,我 们 选择 一 个 有 趣 的 事实 ,这 个 事实 我 们 和 在 本 书 
A JE PS SE II. 
命题 20 dudel X EGEPE G 的 真子 群 ,那么 百 在 好 中 的 正规 
化 子 AU 严格 大 于 五 
证 明 BEGRAD r AREE. wm i, i o Zost. 
在 另 一 方面 , 因为 二 是 真子 群 ,， G— ZU. Aiuta ERE N X 
k ,使 得 0 <k<xr—1 m 
Z, SH, Zu XH, (5.26) 
因而 存在 元 素 u dEfRwCAZQ:IEMu£tH, BRE HB]. CcoOv (HD). 
HI 
ulHu-—-H (6.27) 
BEP T. rh AE H BS TE—2C9S 352. 086.22) & (6.25), 
[u. ki] ELZ G] SZ SH. 
这 意味 着 u hiuk = ho, EAE R EH, Aiju A;!'«cH. iN 
为 R11! 与 有 一 起 遍历 五 , 我 们 就 证 明了 u HuCH, 24u H u! 
代替 时 ,利用 同样 的 论证 我 们 断定 Hu CH, HB HCwu Hu, 
这 就 证 明了 (6.27). 


J HH 


CD 求 下 列 群 的 合成 列 ; (i)8 阶 的 二 面体 群 (814, 表 xi)。 Gi) 四 元 数 
群 ($14, 表 xii)， 决 定 每 种 情况 中 的 合成 因子 ， 

(2) 证 明 可 解 群 的 每 一 子 群 和 商 群 是 可 解 的 ， 

(3) 假如 x,y,z 是 群 的 任意 元 素 , 证 明 :;(i)ELzyy,z]=[Lz,z]7Cyyz] Gi) 
Cæ, yzl = g z]Læ y 7 n Eih a= tat. 

(4) 证 明 假 如 G 是 类 数 为 2 RRR, 那么 G' 位 于 G 的 中 心 内 ， 对 这 


132 AA C # AM 


样 的 群 准 导 下 列 恒等式 。 
Leyiz]=Lr z]y zhLæ yz]=Lr, zis: y], 

(5) UEPIAEAERERJ AE — TE EE n e BE. E 
” 0) 设 G 是 类 数 为 3 WEP. 证 明 , 假 如 vEG' 及 x E.G, 那么 4" 二 ex， 
此 处 cE2,Z EG 的 中 心 ， 推 导 G' 是 阿 贝尔 群 . | 

(7) 证 明 假如 M JEXESERE G RKT, 252, M 1G X 1G/M| =p, 
处 p 是 素数 。[ 极 天 子 群 是 真子 群 , 它 不 包含 在 任 一 其 他 真子 群 内。 TREE 
不 一 定 具 有 极 大 子 群 ]. | 

(8) ix DOE 2"*' 阶 二 面体 群 (第 二 章 习 题 7), 用 下 面 的 关系 式 给 
出 

a" =b = (ab =l, 

证 明 假 如 Z; 是 D(2") 的 中 心 ,那么 D(2)/2 SD2), F DC2/ 

是 类 数 为 % hR SERE, 
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$ 39.S, 892690 38, (ES 7 我 们 引入 对 称 群 族 .2 一 1 2，…)， 
描述 了 它们 的 某 些 基本 性 质 . 本 章 致 力 于 这 些 群 的 更 详细 的 研究 ， 
这 些 群 及 其 子 群 在 有 限 群 论 中 起 了 基本 的 作用 . 

ERRE, RIZEN Sa 到 它 的 共 轿 类 ( 见 § 17) 的 问题 ， 
为 此 ,我 们 需要 计算 乘积 T ”cr WPI  UbAb a E r E S.H FE GS 
元 素 ， 利 用 〈1.43) 的 符号 , 设 


a «( en J (7.1) 
a*d 
AIFA 
a =-( ) (7.2) 
此 处 i=1,2, 2. 为 了 简化 符号 , 我 们 设 
12 +’ 
(7 T) T 


IEAk 1/2/«--n'3E 12...n 对 应 于 rr 的 重新 排列 象 我 们 在 87 
所 说 过 的 那样 ,关于 v 的 说 明 可 以 用 非 标 准 形 式 表 达 , 其 效果 是 同 
样 的 。 特别, 我 们 可 以 号 成 
7 -( o) (7.4) 
ai^, 
此 处 《7.4) 的 第 一 行 与 (7. 了 1) 的 第 二 行 是 相同 的 ， 我 们 于 是 有 


g” 


Naa) =la) 
这 结 采 可 以 描述 如 下 :为 了 得 出 ar, 可 用 7 作用 在 a 的 表示 式 
由 每 一 件 写 上 , 即 作 用 在 (7.1) 的 两 行 上 ,因而 


var =( 


1234 1234 
" -(s413). . -( 1423) 
用 c 作用 在 e 的 每 一 符号 上 我 们 得 出 


) 1423 12314 
TO ar =( )=( ) 
A312 4123. 


其 次 ,应 用 这 个 方法 到 m ytet. Lenia 
1 1695 * * * C up m> 
p= (4102... 4) --| ) 


因而 由 (7.5), 


(50. *** (tg G1 


/ f / T 
—1 1805 Q m - 18 m 
T yt— 42, 00,5 
Q3. ***G m C] 


)e (aj ai at), 
或 省 更 简单 地 

| vr ycr—(a,r Got *** mT). (7.6) 
我 们 已 经 知道 (5 7 ,定理 2) 每 一 置换 a 能 用 本 质 上 唯一 的 方式 
de AT TH AS FER, BIT 


a = PiY2"* " "Yr (7.7) 
此 处 Pis P23 "Pr 是 不 相交 的 轮换 ,分 别 含 有 
Mis Mast, m, (7.8) 


个 对 象 ， 对 于 目前 的 讨论 ,保留 长 度 为 1 的 轮换 使 得 所 有 % 个 对 
BRER (07.7) 中 列 出 是 方便 的 ， (7.8) 中 的 整数 称 为 a 的 
轮换 类 型 ， 将 (7.8) 中 的 数 按 数 值 增加 的 次 序 排列 是 方便 的 。 因 
而 所 有 可 能 的 Sa 的 轮换 类 型 与 (7.8) 中 的 满足 下 列 条 件 的 这 组 
整数 一 一 对 应 ， 

1l< mm 


及 
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mimo -o 


Dic m.r-m,-—n, (7.9) 
VEEN. ot 假如 4 包含 el 个 1 次 轮换 ,6e: 个 2 次 软 
Bs enses n cibles NL o 的 轮换 类 型 可 以 用 下 列 非 仙 整 数据 
与 

€1»€25 * * * Ens 

"ET TR AE 

047-2 €4- ** -R6e,— n, (7.10) 
TAWARAN S. BS2E EPIS IE T. 

命题 21 两 个 置换 在 S,.cP3E 35 Bf ELA da 5] 05 45 


证 明 设 a 分 解 成 不 相交 轮换 ,因而 
a =YP t Pr 5 nas) (YY) tt (wiwe), 


此 处 六 是 mR m +m + etm, =n, 
假如 z 是 任意 象 7.3) 中 所 指出 的 那样 的 置换 ， 那 么 
p=r ar=(r yr)(r Ir) (rt y) 
—(z wa YT Y2 (01 wg») 
= V1P2 t Yr. 
此 处 vir: eey, 是 不 相交 轮换 ,因为 v 是 一 一 上 映射。 因而 6 具有 
与 a 相同 的 轮换 类 型 . 
反之 ,假如 a 与 8 象 上 面 那样 ,具有 相同 的 轮换 类 型 ,那么 置 
换 
(nmn ya tane 
ip ys pi wies 
具有 性 质 r-!ar= 有 Pp, 因而 a 与 P I. 
因而 S, 中 存在 的 共 斩 类 与 3。 中 可 能 有 的 轮换 类 型 同样 多 ， 
换 句 话说 ,人 , PRR E 尺 等 于 将 冯 分 成 正 加 数 的 划分 
(7.9) 的 个 数 ,或 者 等 于 将 分 成 非 负 加 数 的 划分 (7.10) 的 个 数 . 
当 用 后 一 种 说 法 时 , 常 将 划分 表示 为 
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12 enin, (7.11) 
HEIRED CE BB OP RC NR , 0 An 
1?3 4* 


是 14 的 划分 1+1+1+3+4+4。 不 幸 , 没 有 简单 的 公式 能 够 将 类 
的 个 数 k RERE n AAR. 不 面 的 表 对 开头 几 个 到 的 值 给 出 了 
k, 


[Æ (xiii) ] 
[5] 40,24 n =5, 43 (7.11) 是 
1?,132, 173,12?,14,23,5. 
T£ 55 —73 WB , XE V HIE — BRERBS S. 的 共 Su3S 中 有 多 人 少 元 
命题 22 (HA Cauchy) 假设 a 有 具 有 对 应 划分 112..…。 
n 的 轮换 关 型 ， 那 么 在 四。 中 与 wa 共 妊 的 置换 个 数 千 于 


n! 
C7 Tena el Heu (7.12) 


证 明 轮换 类 型 a 可 以 用 下 图 起 示 


0 (7.13) 


它 对 应 划分 (7.11). 

f£. (7.13) PR TR ETE. m 个 空位 ,将 到 个 对 象 用 任意 方式 填 进 
去 ,我 们 斌 得 出 入。 的 一 个 元 素 ， 在 每 一 情况 下 我 们 都 得 到 一 与 a 
有 相间 轮换 类 型 的 置换 ， 共 有 a! 个 排列 对 象 的 方式 ”但 是 ,不 是 
所 有 的 排列 都 产生 S, PARE. 考虑 出 现在 (7.13) n e, ® 
J REA ASIK). HE X e 个 轮换 可 以 用 e; 827; 式 在 它 
们 中 辐 置 换 . 而 个 会 改变 所 得 出 的 5, 的 元 素 ; 其 次 ,每 一 轮换 
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i 2m 


(ajaz 7 a;) 
可 以 用 3 个 不 同方 式 写 出 ,因为 
(3145 *** a,) = (85 aztea; 01) — **: —(0, a4,*** 0,1). 
Edi J EIE S. gf — CURAR T elj X. a DUE 
类 的 一 个 特殊 元 素 总 共 重 复 了 12ell22eal een en AN ifti fE 
这 类 中 不 同 元 这 的 个 数 由 (7.,12) 给 
从 命题 7 (8 12) 我 们 知道 %。 是 群 5; 中 a 的 中 心 化 子 的 指数 . 
内 而 我 们 有 下 面 的 结果 . 
命题 923 假如 C& 是 具有 轮换 类 型 (7.11) 的 置换 ,那么 a 在 
S, 中 的 中 心 化 子 约 阶 是 
1*:e,12*te,1- en rel, (7.14) 
例 设 $ 是 一 包含 % 个 对 家 的 轮换 ,比如 说 
p=(12 =- n), 
在 这 情况 中 e= e= teeme, =0, e=], [Ait (7.14), o lj 
中 心 化 子 是 郊 阶 的 .但 是 少 肯 定 与 5( = 由 ) oo "n 交换 ， 
它们 是 心 , 的 n 个 不 同 元 素 。 因 而 在 这 情况 中 ,$$ 的 中 心 化 子 与 9 
所 生成 的 循环 群 重合 ， 
§ 40. 对 换 . 2 次 轮换 称 为 对 换 ， 因 而 典型 的 对 换 , 比 如 说 


r—(ab) (7.15) 
交换 a 与 5 而 保持 所 有 共 他 元 厅 不 变 ， 我 们 注意 


rt2-—4., v—T |, 
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下 面 , 我 们 令 5 作用 在 一 组 未 定 元 
Li, Vrs” Tn (7.16) 
上 ,假设 a 将 1 置换 成 a;, 我 们 定义 
r;2-— Ea (一 1 2 72)， 


更 一 般 地 ,假如 了 是 未 定 元 (7.16) 的 任 一 轴 数 ,我 们 令 


f (x1, 25, dd iac PNE a ttt TID (T. 17) 
TEL RTA EZR 


io id (Wi i) Qna z4)xi 7 xs) Cri xa) rtt (a En) 
pu; | 


x (25 — £a) Gr» 2) e Gr as) 


X (xs ai) (sas) rcc rg murs 


X (4-444) (7.16) 

BER, ERETZA a 的 作用 , WARANA RIDERA 
3SEAC— D. 因而 在 (7.17) 的 符号 中 

^a —E£(a)^, (7.19) 


jp, 4 í(a)-— 1, 
"EX. 10 置换 a 按照 ECa)=1 或 5(a) 三 一 1 1578918 TAS 
Sr AA Ela) 称 为 5 的 交错 特征 标 . 
关于 这 函数 的 最 重要 的 事实 用 下 面 的 命题 表 出 . 
命题 24 假如 Ca 5 D 是 任意 的 置换 , 诸 么 | 
= é(afl) -6(a)£(B) (7.20) 
Bp 88 4-485 Xr 2 ANI AS TEMAER S ÉL IR, da —4- 15 3X 3&5 —7- 
FERGIF P X i. 
证 明 ”我 们 应 用 运算 6 到 (7.19) 的 两 边 , 注意 根据 运算 合成 
的 定义 ,有 
(^a) B —^(afB). 
因而 
^(aB)--6(a)AB, 
Ted elaka sA 8 EARE. PRLIRECT.19)3| cp 与 8, 我 们 
得 到 关系 式 
£(ag)^-—6(a)6(B)A, 
从 而 得 出 结论 ， 更 一 般 地 ,有 
pg) ladecad ot. (7.21) 
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ca) 的 定义 可 以 改写 得 全 图 数 A 不 明显 出 现 。 每 一 A 的 因子 
(zi 一 7) 对 应 一 整数 对 (7) ER LSK Sn, aink A 
ai TE J RA ai 在 应 用 a 之 后 ,(zi 一 2;) "ER (nra; — 4). 假如 
a; <a; MEE A 的 因子 ,假如 >a， 则 A 包 含 因子 一 (zu 一 
Xa). 假如 ;一 ) 与 ara; 符号 相反 , 我 们 说 对 C.2) 带 来 一 道 
Re, 2325 IE PU BUS BOSE C, J 站 时, 设 上 是 道 序 的 总 数 , 那 么 

ea) 一 (一 1) 

SUE UE VB PUISSE a 写成 标准 形式 ,例如 


设 太 是 第 二 行 的 任 一 数 ， 假 如 被 s( 三 0) 个 小 于 天 的 整数 
RME, RIMA RU S 分 。 对 每 一 记分， 从 而 总 分 二 易于 找 出 . 
例如 ,3 有 两 分 ,因为 它 被 2 与 1 跟随 ,而 6 有 3 分 ,因为 它 被 2,5 
与 1 跟随， 在 这 例 中 t=9, 所 以 La)== 一 1, 

TA FRM. {E ARE, KNE 

C(t)=1., (7.22) 

其 次 ,对 任 一 置换 a， 

6(a)e(a )=6()=1, 
从 而 

<c(c)-=c(Ca 一 )， (7.23) 
E] 8t BE f FUORI] P 58 8E RR IE B. 

假如 a 与 B 是 任意 的 置换 , 则 
GCB lag) —CCB^71)£(a)£(8) —£(a), 

EA rf Ze RR AB IR] RS PERE ES, BITE S, 898g —36 98828 EF, 0E 
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SR ECT 15) rEAIBRE , e v IAS 8 AA B rd 21. v 与 特 
殊 对 换 o-(12)dküg, o 的 作用 改变 了 (zi 一 za) 的 符号 , 且 用 
(7.18) 中 第 二 行 的 因子 与 第 一 行 的 其 他 因子 交换 , 并 不 引进 更 多 
的 负 号 ,因而 4(c) 三 一 1 因此 上 6(r) = 一 1， 因 而 所 有 对 换 是 奇 冉 
H. 

为 了 找到 m 次 轮换 的 特征 标 , 我 们 利用 公式 

(ci03 a5) — (a,05)(8,03)* (ailm). (7.24) 
通过 计算 右边 的 积 容易 证 明 这 公式 , 即 
G> 5, 0577 0497 03, 0377 0177 04 年 等。 
因为 (7.24) 包 含 mx 一 1 个 对 换 因 子 , 因 此 我 们 有 
CE(Q1G2 On)=(—1)". (7.25) 
下 而 (7 .24) 的 推论 值得 写 下 . 

定理 21 每 一 置换 能 够 用 许多 方式 表示 为 对 换 的 积 ， 在 任 
一 这 样 的 积 中 , 对 换 因 子 的 个 数 按照 给 定 的 置换 是 偶 置 换 或 压 E 
换 而 总 为 偶数 或 厢 数 ， 

证 明 设 a 是 给 定 的 置换 。 我 们 已 经 知道 (8 7)a 可 以 表 成 
轮换 的 积 。 根据 (7 .24) ,每 一 轮换 是 对 换 的 积 ,因而 我 们 肯定 有 

G —TóT5* * Ta, (7.26) 
Jb fg v IHR GXGIEEUR ME H, DIL BATTRE CA. — SER 
y. 
(ab)(ba), 
它 等 价 于 人 恒 等 置换 。 较 难 看 出 的 是 ,假如 evz15b571, SU 
关系 式 
(ab) —(1a)(15)(1a). (7.27) 
Zi KHOA 13 a b ARER RRR, 也 存在 类 似 
的 关系 . 可 是 ， (7. 26) 意 味 5(a) 二 (一 1)', WA Ela) H H ak 
定 , 因 此 按照 a 是 偶 置 换 或 奇 置换 ,s 就 是 个 数 或 奇数 。 
刊 用 8 12 中 引入 的 术语 我 们 有 
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推论 群 襄 ,由 一 组 对 换 所 生成 。 

利用 (7 .27) ,这 结论 可 以 变 得 更 精确 

命题 25 群 SS, 由 7% 一 1 个 对 换 

(12),(13),---, (1n) 

所 生成 . 
$ 41. 交代 群 。 我 们 回来 讨论 定义 10 中 所 引入 的 偶 置 换 与 奇 EL 
换 之 间 的 区 别 。 我 们 从 一 个 关于 任 一 置换 群 的 简单 结果 开始 , 这 
AR MR EXN HE AE — er 18 8 n E S, B)TE— T- RE. 

命题 26 ”在 每 一 置换 群 G 中 , 偶 置 换 形成 一 个 正规 子 群 , 它 
或 者 村 于 G 或 者 在 G 中 的 指数 是 2. 

证 明 设 如 是 G 中 偶 置 换 的 集 . 由 (7.20),(7.22) 与 (7.23)， 
H 是 G 的 子 群 。 a H=G, 我 们 就 没有 什么 可 证 明 BS. 假如 
HÆG, HALG 至 少 包含 一 个 育 置 换 a ,而 陪 集 Ho BHAA. iô 
为 G EAER, 2 090 ERAD M. Ros EH, Ho-—Hó 
(3 10.a 5). 因而 G PRAWA H kR, 所 以 [G :Hj]=2， 
SHE ERIBE. fida S19 KEGY), H EG rh EER M. 

我 们 特别 对 G — S, 的 情况 感 兴趣 ， 


定义 11 ,的 所 有 偶 置换 的 集 (nn 之 2) 形成 六 nn1 MARA, 
man 次 交代 群 . 


例如 , 群 4 是 二 (4! ) 12 阶 的 , 由 下 列 置换 (按照 54 的 共 


Hi Z HEZI) ZE IR 
A, — CJC UCs, 
此 处 Co 三 : 
C=(12)(34)U (13)(24)U (14)(23) (7.28) 


C;-— (123) (124) (1322 U (134) U (142) 
UCGL432U(23 )01(243). 
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我 们 可 夺回 除了 As 了 外， 是 否 还 有 其 他 正规 子 群 。 不 讨 
论 nn 二 1 或 4% 二 2 时 的 平 几 情 况 , 当 n-33 n4 B SUE 
等 的 原则 出 发 ,利用 以 下 事实 米 回 党 这 问题 ;正规 子 群 必须 是 共 狐 
类 的 并 集 , 其 中 包含 单位 元 迷 组 成 的 类 ( 见 §19 zx Fé f Cii). 
Ss 的 类 是 
上 (12)U(13)U(23) 及 (123) U (132), 
分 别 含 有 1 个 , 3 个 与 2 个 元 素 ， 只 有 当 我 们 将 单位 元 素 与 最 后 
一 类 合并 才 得 到 一 个 元 素 个 数 可 以 除 尽 |3s| (=6) 的 集 , 对 于 子 
群 这 是 必须 的 。 事 实 上 ， 
A= U (123) U (132), 
因此 这 和 是 SE 的 上 唯一 真正 规 子 . 
RES, RAAMI S39 Æ (xiii), 其 中 三 类 由 偶 置 
模 组 成 的 列举 在 (7.28) 中 , 剩 下 的 两 类 是 — 
C= (122U (432 UC14)U (23) U C220 U (34) 有 
C,— (1234) (1243) U (1324) U (13422) U (14232 U (1432) 
BC -1, [Cil 53, [C;| 58, |Cs] 51, [C4] 956, RE 
V —-CQ.UC, K As=C UC UC, 
具有 能 整除 | 34| (=24) 的 基数 , 这 对 于 子 群 是 需要 的 。 我 们 已 经 
知道 4 气态 ,值得 注意 的 是 
V =iU(12)(34) U (13) (24) U (14) (23) 
EDER., HARMS a=(12)(34) K 8—(13)(22), 882, a B = 
pa=(14) (23) 及 a! — P*—,, Iii V «1S4, m V 具有 四 群 (8 14) 
的 结构 ， 我 们 于 是 已 经 证 明 A, 5; V 是 S, 的 仅 有 的 真正 规 子 群 . 
附带 说 一 名 ,因为 了 只 包含 偶 置换 ,我 们 有 了 <144. 
在 合成 列 ($ 35) 
SD AD{1}, S,DADPVbPID* 
中 ,所 有 的 合成 因子 都 是 素数 阶 , 这 证 明 ss 与 S4 都 是 可 解 群 
" HUSWARERHU.NAOSSI,DADYDBDPijXSB-uJ02)(2. 
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(3 36)。 过 一 会 我 们 将 看 到 , 当 n4HBp 5, 在 这 方面 的 性 : 太 不 一 
: 


SEE An 我 们 选择 一 组 相当 简单 的 生 应 元 是 有 上 几 的 ， 
命题 27 — 3| n3. A, 能 为 % 一 2 个 三 元 轮换 
(123),(1241),*:* -, (12 x) (7.29) 


所 生成 
证 明 由 命题 25 ,每 一 置换 能 表 成 形状 为 (1 2 的 对 换 的 积 . 
对 于 偶 置 换 , 对 换 因 了 于 的 个 数 一 定 是 偶数 , 因而 4; 为 因子 对 (1 i) 
(1 7) 等 所 生成 ， 因 为 (1 甸 =， 我 们 可 以 假定 在 每 一 因子 对 中 
£j. XE 
(12)(1 30 —(147). (7.30) 
假如 ;一 2, 这 一 对 对 换 等 于 列举 在 (7.29) 中 的 茶 一 三 元 轮换 。 假 
如 了 =2, 我 们 看 出 
(1i)(12)》 一 (1712) 一 (127)2， 
最 后 假如 ;>>2 及 J>2, 我 们 利用 关系 式 
(147) 5 (02 7/212 i) (12 7) 。 
ER rf dE Er IS Oo P (730) RAA ahe (7.29) 的 生成 元 表示 出 
来 . 
我 们 回忆 一 下 单 群 人 8 19) 的 概念 , 马上 就 来 证 明 关 于 交代 群 
的 一 个 有 名 的 结果 ， 它 是 由 E: WE LEAH. 
定理 22 d n4 MQFR 4, 是 单 群 . 
证 明 ”我 们 已 经 知道 是 44 的 真正 规 子 群 ,因而 44 不 是 单 
群 。 从 现在 起 我 们 将 假定 n>4, 这 定理 寺 于 说 : Rin NIA 及 
IN | 二 1, 那 么 入 = 4,。 关键 性 的 假设 是 入 在 4, 中 是 正规 B. 
因而 假如 a EN, Xii s EERE, IRA dTa € N ,因而 也 
有 5 -ada™1€， 这 定理 的 证 明 分 成 几 步 ， 
(i) 假定 N 包含 一 个 3- 轮 换 。 比 如 说 


144 Aug 置 Bom 


a -- (abc), 
我 们 将 证 明 入 包含 所 有 3- 毗 换 
E 一 (XY2)。 
此 处 x,y,z 是 任意 预先 指定 的 不 同 对 象 ， 由 命题 27 这 立即 意味 
N — A,. 
LR 


abc 
e(t) 
是 3, 的 元 素 , ARARE $ 中 提 到 的 对 象 在 上 的 作用 下 是 不 变 
的 。 由 (7.6) 我 们 有 
， $ 20 一 <. 
既然 4 之 5, 至少 有 两 个 对 象 ,了 不 包 售 在 a 内 , 对 换 t=(ef) 与 
a Zi, TÈ 
(rø) la(r$) —£, 
显然 ,或 者 乡 属于 A.N có 属于 AS. 因而 a 在 4, 中 与 5 共 
Hi, TERNI EEEN. 
(ii) 其 次 ,我们 假定 入 包含 置换 @ 

w=- pde, (7.31) 

此 处 v0, e, -- Ace Se HR i ?的 次 数 超过 3, 比如 说 
y 7-(a;,85030,***04,) ,m 3, 
HA o (aaa) 2E 18 08," 5 (77.3 D BS BUR AE ER LER — 1 
外 ， 都 是 交换 的 。 因 而 
OI 一 0 OO 一 (oO)Ge 
BTN, TE oio7” BAT N. 因为 0,e…… 与 ?及 oliya 两 
JUR ABCH, FATH 
0,0 =o !yoy 一 (aaasQ104 Am) (0405: Aaa) 


= (A Azm). 
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Oo NEN MEN - 0. 


\ 
Am N 包含 一 个 3- 毗 换 , 于 是 我 们 从 (推导 出 N — A... AAD 
后 我 们 可 以 假定 六 的 所 有 置换 是 次 数 为 1,2 或 3 的 不 相交 轮换 的 


REJ 
7a 

(i) 假设 入 包含 一 置换 o, 它 至 少 含有 两 个 3 ii HA 
vi 


o-—-apA, 
此 处 a= (a1a5a3), B — (615554), ifi A Ej a; X 5; (i 一 1,2,3) 元 
O= (asai51), 
RIED o i A R N N 包 仿 元 党 
a looo t= (o !ao)(o t po) p tat 
= (a1G301) (G20203) (bzb2b1) (asa5a1) 
= (a1a5b,a35;), | 
这 与 次 数 大 于 3 Ide HOR ZEN RHBELBS TIUS XR. 
Gv) 当 因 子 只 有 单独 一 个 3- 轮 换 周 ， 典 型 的 元 素 具 有 形式 
o= (a,0503)À, 
此 处 4 ZETRTHAOH RES TH , Ili A =e m N BERR 
= ( 010302), 
这 又 使 我 们 回 到 G). 
(v) 最 后 ， 我 们 必须 讨论 这 种 情况 , 即 ON 的 所 有 元 素 除 ,之 
外 , 痢 是 不 相交 对 换 的 积 。 当 2%=4, 这 种 情况 实际 上 存在 , 并 且 就 
是 前 面 所 提 到 的 群 了 可是， 因为 我 们 假 电 n>4, 所 以 我 们 可 以 
讨论 如 下 :因为 对 换 因 子 的 个 数 必 须 是 偶数 , 六 的 典型 元 素 形 状 如 
F. 
o = (a1a3) (5155) A, 
此 处 4 不 包含 ai,az,bip， 选 择 第 五 个 元 素 c, 它 与 刚才 提 到 的 
元 内 不 同 ,我 们 依次 利用 变换 元 素 gc= (abb) K ô= (aibe) M o 
来 进一步 构造 入 的 元 又 如 下 ， 
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Q,—90 oo = (abi) (55a5)4, 
a := 00! == (a,b) (braz) (bib) (0102) = (abad Cah), 
0; 0750936 (b30) (a201), 
0,0 $7: (bc) (agb) (azb) Caib) = Caibac). 
因而 ,与 我 们 的 假设 相反 ,入 终究 包含 了 一 个 3- 轮 换 ， 这 就 结束 了 
本 定理 的 证 明 . 
我 们 现在 可 以 回 到 当 n4 时 关于 Sr 的 正规 子 群 的 间 题 ， 
命题 08 5 nA, Sn 的 唯一 直 正 规 子 群 是 交代 群 Aan. 
证 明 假定 如 IS; RK HS> 首先, 我们 将 证 明太 不 能 是 
2B AE. UNDAE 
H ={., |*=} 
那么 5 MA SUR ER, CR EDR RAAR, 在 前 一 种 情况 ， 
We 5 二 (ab)， 存 在 对 象 c<， 与 a 和 5 不 同 . BN S H«1S., 75x 
(ac)- (ap)(ac) 一 (2c) 就 属于 互 , 忆 就 要 包含 多 于 2 个 的 元 素 ， 
其 次 ,假设 三 = (a1a:) (0152)4, 此 外 4 与 91,42,01,51 无 关 ， 那 么 
假如 = (255,5) ,o7 5a C H {B o £o7-£, Xx STE =F 
JE. W|H|2. Biz, H 的 元 素 至 少 有 一 半 是 偶 置换 . 
ifi. fig D—H(YA,, 38A1D|1. BRD AA. 因为 A. XE 
单 群 ,所 以 D — As, LERE 
A, H, (7.32): 


由 于 万 是 8 的 真子 群 ， 我 们 有 | 三 二 ml。 因而 | 4 LU 


而 我 们 从 (7.32) 汤 定 4, 二 五 . | 
842. KART. ERC HERH, BER f LEA 76 2) AR 2 - 
数学 家 所 重视 和 接受 。 RTRA, L8 I PU. Du AL 5 
C. 2)?3892$ Jt SE TETE AL, JLSP- 887 L THERME, BIDSUPRTEE Sa 的 
CT RR. aE CIRIT S RATE S E XC BRE mM f. 
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赖 群 的 元 素 古 置换 这 假设 。 即 局 在 近代 和 群 论 的 范围 内 ， 首 换 若 多 
赋 究 也 是 十 分 有 趣 的 问题 。 不 仅 这 些 群 提供 了 有 限 群 的 大 量 的 十 
分 容易 理解 的 例子 ,而 且 , 象 A. MKE 1854 年 所 讲 过 的 姥 杜 , 每 
一 有 了 有限 群 与 东 一 置换 群 同 构 . 


a 
C:01 02， * ,de (7.33) 
是 8 阶 有 限 群 .假如 z+ 是 其 中 任 一 元 内 , 积 
AL dm, ,dem (7.34) 


是 G 的 8 个 不 同 元 耕 ， 因 而 构成 整个 群 。 国 此 (7.34) 是 (7.33) 的 
重新 排列 , 即 我 们 能 够 将 下 而 的 8 次 置换 与 * 相 联系 
a, 0. c0, | 

"PU a Azk” n 
ix B ErERI SOS SR AREA E HUTCSR. MUB PiBdsolyin SEN 
ER., " 

zp-( ^) (t=1,2,..* ,8). (7.35) 
ro 在 G 上 的 作用 可 以 简短 地 说 成 对 OG 的 每 一 元 素 在 右边 乘 以 x， 
元 素 排列 的 次 序 是 不 重要 的 。 特别, 假如 是 G 的 固定 元 素 , 那 么 


象 我 们 在 (7.34) 中 已 经 讲 过 的 那样 , 积 aiu(1—1,2,** 8) I5 G 
的 所 有 元 素 ， 因 此 ,我 们 能 与 


Ou ` 
zp=( ) (7.36) 
AUL, 


现在 设 yY 是 @G 的 另 一 元 素 ， 设 
a 
vot) (7.87) 


是 与 y 相 联系 的 置换 ， 计 算 置 换 (7.35) 与 (7.37) 的 积 , 利用 
《7.36) 我 们 得 出 
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a, a; aux a; ` 
avo=, a C s laas 


内 而 
(xp)(yp)-—(zy)p, (7.38) 
这 证 明了 了 映射 
| p: G8, 
EGH S, ARKE. BEP. o 是 单 的 , 即 它 的 核 仅 仅 包 p G BS ER. 
位 元 素 1 (8 21 ,命题 9)}， 因 为 假如 
YND 一 !， 
a;x-aG; (一 1 2 ,2), 
这 骨 显 地 意味 > =1， 事实 上 ,假如 Yss1,Zp 就 置换 了 G 的 每 一 元 
35. DN o 是 单 的 ,所 以 G 在 p 下 的 象 与 Se 的 某 一 子 群 同 构 . 
其 次 ,我 们 将 分 解 vo 成 不 相交 轮换 。 设 X 是 7 阶 的 , 那么 
x=], (7.39) 
MGR 4 开始 ,我 们 知道 ro 的 作用 是 将 4 变 成 ax, 而 
ay 依次 变 成 af*,az? 的 象 是 az ,等 等 ， 一 直到 arme, az 一 
的 象 由 (7.39) 守 于 4a。 因而 xp 包含 轮换 
(a,ar,azx?,---,aaq' -i), (7.40; 
它 含 有 G 的? 个 不 同 元 素 ， 假 如 ?< 8 ,我 们 选择 不 含 在 (7.40) 中 
H3 7038 P AIRERA MER 
(b, bx, bx?, -bx 1), (7.41) 
显然 , (7.40) 5 (7.41) ZAKAR. 因为， 假如 它们 有 公共 元 
38 HZ 6 —ax'(Oxtr—1),xX 55 b 的 选择 媚 盾 ， 我 们 如 此 继续 
建 并 辊 换 , 每 一 轮换 包含 7 个 元 素 , 直 到 G 的 8 个 元 素 都 包含 在 这 
些 纶 换 内 ， 因 而 ， 比 如 说 
xp=(a,ax,:»-, aX IPD br, bgt)... 
(f. fx, fu) 
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所 有 轮换 都 县 有 相同 长 度 的 置换 称 为 正则 重 换 ， 附 带 说 一 可 ， 最 
后 的 式 子 断定 7 是 & 的 因子 ， 

我 们 总 结 以 上 结果 如 下 ， 

定理 COSA) RG, 0,,0:,--:. 0, X E EE 48 E, 1G 
$94 — JG X x 我 们 联系 一 个 正则 置换 

Qi 09 tt Qg 
^ p=( PEE AI 

XGA OX UWRAROoIGS.AGERB)IA. 所 以 G 与 So 的 某 一 子 群 同 
4j. Bit Ara, RA xo gro iti. 

HR RR G 5m G' 同 构 , 而 G' 的 元 过 是 具体 的 数学 实体 ,全 
如 旺 换 或 先 阵 时 ,我 们 根据 迟 况 说 G X G f TER ROB E ICI ER SEC 
表示 。 G 的 所 有 性 质 G' 也 都 具有 ”反之 , 关于 O BE BS foi 
其 元 素 特 殊 性 质 的 事实 ， 同 样 地 适用 于 G， 由 于 用 具体 元 内 实现 
计算 通 弟 更 为 方便 ， 因 而 表示 的 存在 使 我 们 能 够 阐明 扫 象 群 的 构 
造 ， 这 方 活 类 似 于 利用 坐标 讨论 几何 问题 ， 由 凯 沫 定理 所 提供 的 
特殊 表示 称 为 G 的 右 正 烈 表示， 当 G 用 乘法 表 (8 名 给 出 时 ,有 正 
则 闪 示 可 以 立即 看 出 来 ,在 xo 的 两 行 符 号 中 需 上 一 行 是 乘法 K 
中 用 1 领头 的 一 列 , 底 下 一 行 是 乘法 表 中 用 > SU B — 91.26 1B es 
正则 表示 实际 上 等 于 给 出 乘法 表 的 构造 . 

例 在 84 表 (vV) 给 出 起 6 阶 非 阿 册 尔 群 中 , 右 正则 表示 网 元 
素 分解 成 许多 轮换 如 下 : 


labed 
to=( 5 15 )e (neo 0) cocco, 


—— MÀ 


abcd 
/12400492 
A p= = ( 1 ab) (ede), 
P"lopidec/ (199 06 
labctcgde^s 
b p=( i—-(C1ba) (ced), 
b laecd:; 
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mmi Um ri eii i ar arrr Ur n —— — “ed E AU 2 La， . 


labcde | 
— — bd), 
cp eain a) (1c)(ae) (bd) 
1abcde | 
P= oceatlb (1d)(ac)(be) 


labcde 
eoh 5,841) 09 (0000. 
有 了 时 把 右 正 出 表示 的 典型 元 素 号 成 0. MDS px oro S 79 2; 
fH. 因而 ps 可 以 贷 明 地 用 下 面 的 公式 描写 ， 
- ap,—az (a€EG). (7.42) 
更 一 般 地 ， 我 们 可 以 考虑 同 态 
0:G—S.,. 
它 不 需要 是 单 的 (忠实 的 ) ,其 中 n 是 适当 的 整数 . 当 这 样 的 同 态 存 . 
在 时 ， 我 们 说 G 具 有 ”次 的 置换 表示 。 下 面 是 构造 这 种 表示 的 相 
当 一 般 的 方法 ; 设 瑟 是 G 的 子 群 ,又 设 
G=HtŁUHt U'--UHt, (7.43) 
是 G 的 关于 五 的 右 障 集 的 分 解 式 , 此 处 %=[G :Hj]( 见 8 10). 
假如 4 是 G 的 固定 元 聚 , 右 陪 集 Hte (i=1,2,，…,%) 是 不 同 的 ， 
因此 必 与 列举 在 (7.43) 中 的 右 陪 集 相同 ， 因 而 
Ht Hi ee Ht, 
zos x Hic... Ht ， 
i 2 n 
是 8 次 的 看 换 ， 置 换 的 对 象 是 2 个 互 在 G 中 的 右 陪 集 。 利 用 类 似 
于 本 市 开头 所 用 过 有 的 论证 ,容易 证 明 29 X In] ds, HII 
(x0) (y0) = (xy)0., 
假如 在 8 的 核 内 ， 我 们 必 有 有 
HtiRk=Ht, (i=1,2,...,n), 
它 等 价 于 条 件 tf,R C HU XE RCUJHU( —1,2,---,n). "TAE 
一 与 且 共 辊 的 子 烙 具 有 iHt 的 形式 ,其 中 i 取 某 一 合适 的 值 , 央 为 
假如 y 是 G 的 任 一 元 素 , 它 位 于 基 一 个 陪 集 内 ,例如 y € H t, Bl y = 
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ul; M Abu CH, 35 y Hysit u !Hut,—ti Ht. Wki 
[AVR 0 m) Ec th PU 5; H ERRER RHN. 我 们 将 这 些 结果 搜 
集 到 下 面 的 定理 中 . 

定理 24 设 且 是 G 的 子 群 ,具有 有 RIR n, H titte, 
tr 是 H 在 G 中 的 模 截 (8 10), 我 们 将 G 的 每 一 元 素 2 与 下 面 的 对 
换 相 联系 

N (7^ Hi, e Mta) 
Htiw Htx -- Htl” 
HEME LAH G — SX PB] 25,08 LEER H 98 PE 
的 交集 组 成 ， 

我 们 用 一 个 例子 来 结束 本 节 , 这 个 例子 说 明 如 何 用 这 些 概念 
来 得 到 关于 群 的 结构 的 知识 ， 

例 交代 群 4 没有 阶 为 30，20 或 15 的 子 群 . 换 名 话说 ,我 们 断 
定 假如 耳 是 4; 的 真子 群 ， 那 么 [45:H] 宇 5。 假设 H 是 真子 群 ， 令 
[4,:H]-n. 由 定理 24, 存在 同 态 0:479... Vt KR 0 DOES d 
们 知道 ($21) 天 是 45 的 正规 子 群 . 但 4 是 单 群 (定理 22) .因而 或 者 
二 {1} 或 者 二 4s. 后 一 种 可 能 性 立即 被 排除 ,因为 由 定理 24, K 
包含 在 匡 中 ,因此 |KX|<|H| 过 |4s1， 因 此 我 们 必须 有 K—0), 
即 9 是 单 射 。 因而 4; 在 6 下 的 象 包含 60 个 5, 的 不 同 元 素 , 而 这 
是 不 可 能 的 , 除非 n5. 
$43. JEF. 在 本 节 与 下 节 ， 我 们 考虑 次 数 固定 的 置换 ， 即 
我 们 讨论 某 一 特殊 对 称 群 S. 的 子 群 G。G 所 作用 的 对 象 将 以 
1,2,-**,n 或 宇 母 a,b,» XN. 

定义 12 Eid f 4RXupIbBR. Brz- FA a, b E 
们 不 需要 不 相同 ), 群 中 至 少 存 在 一 置换 , 它 将 4 变换 到 5b; 否则 这 
群 称 为 非 可 迁 群 . 

应 该 注意 这 概念 只 适用 于 置换 群 ， 

将 a 变换 成 5 的 置换 将 以 ba 表示 , 不 考虑 它 在 其 他 对 象 上 
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的 效 采 ,站 然 , 对 于 给 定 的 一 对 4,0, 可 能 有 很 多 这 样 的 置换 ,我 们 
注音 O0. 将 5 改变 成 a. | 

Nj. 3S OSEPRAE S, 是 可 迁 群 , 央 为 它 包 含 所 有 可 能 的 旺 换 ,其 中 
BiR Ca, b) EA LAHE bas. 

在 另 一 方面 , 4 阶 的 4 次 群 

Vi:C1), (12), (34), (12),(34) 
是 韭 可 迁 的 ,因为 它 没有 将 ;转变 成 3 的 置换 , 附 天 指出 ,这 群 与 
AE B. 
V21:(1), (12) (34), (13) (24), (14) (23). 

恰好 相反 ,了 > 是 可 迁 群 ， 这 到 个 群 都 与 四 群 ( 人 4, K (iii) 同 
TJ. | 
G 中 保留 符号 1 不 变 的 置换 集 形成 子 群 Gi 因为 恒 等 变换 肯 
4E 1 01^ 01 的 任意 无 素 的 遭 元素 以 及 任意 两 个 元 素 的 积 也 属于 
Gi. 我 们 称 G1 为 工 的 稳定 化 子 , 对 角 a 的 稳定 化 子 也 类 似 地 定 
X. 

定理 25 nk XDAREERGUE WCOifé),:5 Bw ohghxkdned GG 
中 的 指数 是 n， 

证 明 (1) 假如 G 是 可 迁 的 ,根据 假定 ,G 包 含 置换 


011,015, tt *,0,,. (7.44) 
它们 分 别 将 1 "5 Mj p. 1 P m n. fE 
G4101,,G 4015, * * : , Gbin (7.45) 


(5C Uo AE REST BS , D 79 G101; 的 所 有 元 素 将 1 变换 成 i, 因此 当天 
7》 时 , 它 与 C106, 8976 XR n Inl. P REB (7.45) d e DE 4 EEG 
BS E — 7638 . f EE 1 2E PR a IBA £012 使 1 不 变 , 即 EOE G5, 
Bus € G,01, 3X UEBH PEE S (7. 45) 9JP 2E REI RE BAI LG :G1] = 
n. 
(ii) 及 之 ,假设 G1 的 指数 是 %n ,并 设 
G -— Guru Gm ZESUICL A 
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是 G RTF Gi IMPR EA ELE TO ER 
SULZPTRRENESM (7.46) 

dE Bi ET 于 有 相同 的 效果 .因为 假如 rz; 与 7 WARMA 
将 1 变 资 成 a ,那么 TY7! 使 1 不 变 , BE EG, TÆ GS GT, 
(8 10, 命题 5) .除非 i=j7，, 天 则 这 是 不 可 能 的 。 A RATHEE 
某 种 控 列 次 序 下 把 置换 (7.46) 取 作 直 换 (7. " 14 (7.46) 这 样 排 
列 使 01 二 Tt:(i 二 1,2,，…,%) 是 方便 的 .最 后 .假名 a,b ETE — MEET 
号 ,Ta Ts 将 < 变换 成 0, 这 如 证 明了 G Exin. 

因为 有 限 群 的 阶 可 以 被 它 的 任 一 子 群 的 指数 除 尽 (8 10, 2E PB 
3 ) ,我 们 有 下 面 有 用 的 推论 . 

命题 29 nk TARG TAn 整除 

可 迁 性 概念 可 以 推广 ， 

定义 13 置换 群 G 称 为 k 重 可 迁 的 ,假如 它 至 少 包 含 一 置换 9， 
将 任意 一 个 由 k 个 不 同 对 象 a.a), 0, 组 成 的 有 序 集 变换 成 妃 
外 任意 这 样 的 集 51,0s,''' ,6b。( 这 两 个 集 可 以 有 相同 元 率 )， 旦 
a0=b (i=1,2,...,k). 

显然 :假如 G Enw. EA ksn. 同样 ,假如 GIERH HEN. 
LAE Anl k. AAG CELER nTXERJ. 

RE S, Æ k 重 可 迁 的 , 此 处 上 是 整数 1,2,.…,n% 中 的 任 一 
^. 

设 v 是 包含 个 对 和 象 的 有 序 集 的 个 数 , 这 个 对 象 是 从 所 有 G 
所 作用 的 n 个 对 象 中 挑选 出 来 的 , 那么 

»-—mn(n-—1):-*(n—k-1). 
HER CGE kE EN, Xe HARTE. EE PMN ESR 
固定 不 变 
1,2,...,k, 

利用 与 定理 25 中 的 证 明 相 似 的 证 法 可 以 证 明 五 在 G 中 的 指数 等 于 
2 ,及 的 陪 集 与 ov 个 包含 k 个 对 象 的 集 一 一 对 应 。 因 而 我 们 有 下 述 结 
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定理 26 n 次 k 重 可 迁 群 的 阶 可 被 n(n 一 1),…(n 一 十 1) 
整除 . . 

力 外 ,我们 可 以 利用 下 面 的 判别 准则 归纳 地 发 展 多 重 可 了 迁 性 

命题 30 假如 (i) 群 G 是 可 迁 的 (ii) 稳定 化 子 GL XT 9. 
2,3, “ ,nN A k—1 重 可 迁 的 , 则 群 G žk Th, 

例如 ,在 44 的 情况 中 《44 已 表示 在 (7.28) 中 ),1 的 稳定 化 子 


a 


G 111, (234), (243), 

Uil LA4:61]—12/3 —4, XX BET XE Aa 是 可 迁 的 .现在 G1 在 2,3,4 
上 是 可 迁 的 ,这 可 以 直接 证 明 , 或 者 从 下 面 的 讨论 中 得 出 , 因为 G， 
中 2 的 稳定 化 子 Ci 退化 到 "因此 Gs 在 G1 中 的 指数 是 3. 又 因为 
Gu 在 其 余 的 对 象 3,4 上 不 是 可 迁 的 , 我 们 断定 44 恰好 是 双重 可 
XEHJ. 

S 44. 本 原 群 。 设 G EERE, Xx G 所 作用 的 ns 个 对 象 可 以 排 
列 成 7 行 与 s 列 的 阵列 


r 行 (7. 47) 


Ri,R2, t f, 

JE Ab rs — (21,521) SX FERJHEZLIE GL G 的 置换 或 者 将 同行 中 
对 象 在 它们 中 间 重 新 排列 ,或 者 将 一 行 的 对 象 与 另 一 行 的 对 象 交 
换 ( 按 革 种 次 序 ) .因而 位 于 (7.47) 中 不 同 行 的 两 个 对 象 决 不 会 变 
换 成 同一 行 的 对 和 家 ,反之 ,同一 行 的 两 个 对 象 也 决 不 会 在 G 的 作 
用 下 变换 到 两 个 不 同 的 行 中 去 ,具有 这 种 性 质 的 可 迁 fk 叫 非 本 原 
的 1025 (7.46) 称 为 非 本 原 系 . 不 存在 非 本 原 系 的 群 称 为 本 原 
的 ， 我 们 应 该 注意 这 概念 只 适用 于 可 迁 群 ， 
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例 1 hAm | 
t,(1234), (13) (24) , (1432) 
Hr £X 89 f8 XE G —gp((1234) HAE ILE , B4 MEA RA 


Bl 
24 . 
事实 上 ,G 的 四 个 置换 分 别 将 这 系 变 成 
| SB 3 1 12] 
241,8115,421,131, 


例 2 一 个 群 可 以 具有 不 止 一 个 非 本 原 系 ,例如 在 四 群 
t, (12)(34), (13) (24) , (14) (23) 
的 精 况 中 ， 每 一 阵列 
12| 13| 14 
341,24!:,23 
都 可 作为 一 个 非 本 原 系 . 
双重 可 迁 群 总 是 本 原 的 ， 因 为 双重 可 了 迁 群 一 定 含 有 一 个 巡 
换 , 它 将 一 对 01,0; 变 换 成 男 一 对 a1,5;，。 RGACSAPAERUT. 47 ) JB 
样 的 非 本 原 系 是 不 相 容 的 . 
特别 ,所 有 对 称 群 S; 都 
是 本 愿 的 . 
8.45. 图 形 的 对 称 群 . 令 
L 是 位 于 以 0 为 原点 的 二 
维 欧 几 里 得 空间 中 的 有 限 或 
ERRE, HAET 点 的 
轴 的 任 一 旋转 将 二 变换 到 本 
fy 298 292 DS. O RIR. = 83 D 
由 第 一 章 8 6 CHI, EROXERGE MORS A R TEL A BE 假如 
不 存在 非 平凡 旋转 使 并 与 本 身 重 合 ， 那 么 这 一 对 称 群 退化 到 恒 等 
变换 . l 
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A vB E eR eS HLTI BUE. mts Tob 2 n R E 
的 对 称 群 ,这 些 群 已 为 我 们 所 知 . 
(i) SERER., 7JIEJE DA BUR n ARA IE & XE IS SV rn ii 
片 ,假设 薄片 的 两 面 完 全 一 样 (图 3 说 明 «—6 的 情况 ), 我 们 这 样 
选择 坐标 轴 , 使 得 薄片 位 于 (xz,y)- 平 面 ， 中心 在 原点 ,x fp EE 
一 顶点 ,以 1 标示 之 。 包 括 恒 等 运算 在 内 ,共有 2% 个 族 转 使 得 薄 
片 与 它 自身 重合 .首先 ;假如 2 表示 围绕 z 轴 旋转 2 x/% 角 ,我 们 有 
n 个 对 称 运 算 . 
i(—0?),a,2?,**--,a"7!, 
2 C=, (7.48) 
另 一 个 对 称 运算 6 是 颠倒 薄片 的 两 面 .这 可 以 用 绕 z 轴 转动 x 角 的 
旋转 来 完成 (假设 x 轴 在 空间 固定 )。 显 然 
SIT | (7.49) 
因为 B? 对 应 于 旋转 2 x 角 , 因此 等 于 便 寺 运算。 于 是 2 和 个 运 
" | 
a'B'(k—0,1,-*:,n -1; 10,1) 
构成 薄片 的 所 有 对 称 : 因 为 它们 将 任 一 个 顶点 带 到 曙 — ATAA RY 
位 置 ,薄片 的 两 个 面 可 以 籁 倒 也 可 以 不 颠倒 ， 为 了 决定 这 个 图 形 
的 对 称 群 的 结构 ,我 们 必须 找 出 c 与 B 之 间 的 关系 .一 个 简单 的 
几何 上 的 考察 表明 | 
a p — Ba^, 
由 于 (7.49), 它 相当 于 
(af) =a. (7.50) 
(建议 读者 画 一 个 类 似 $ 3 中 的 图 来 证 实 这 等 式 .) 我 们 的 结果 可 
以 总 结 如 下 . 
E n 边 形 湾 片 的 对 称 群 是 由 定义 关系 : 
a" — B^ —(agy*« (7.51) 
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^ x43 2 n 阶 的 二 面体 群 . 
我 们 记得 这 绎 曾 在 泡 二 一 习题 7 中 所 到 过 . 

对 于 二 面体 群 的 运算 找 出 解析 表示 是 有 趣 的。 Ve xo HX 
值 为 整数 1,2,…… ,2 的 变量 ,1,2…… n RRi Ar Ek R E BEA i 
次 序 的 顶点 .运算 a Mink RMA 


xa=x+i(modn). (7.52) 
假如 我 们 写 x—1-z, 都 么 x 在 下 的 象 是 1 一 ?。 因 而 
ZN 三 2 一 wmod n). (7.53) 


生成 元 a 与 6 之 加 的 所 有 关系 可 以 从 (7.52) 与 (7.53) 了 时 出 ， 例 
如 ,我 们 有 : 
rapz(xrxt1)Bzm2-(x-1)-1-—z, 
r(aB)'-(1—z)aBzm1—(1—x)-x. 

"WE Co P) =L. 

Gi) Elm MER, Ze 
0 自由 旋转 的 正四 面体 的 对 
你 群 称 为 四 面体 群 ,共有 12 
种 旋转 能 使 四 面体 与 本 身 重 
A. 首先 我 们 选择 四 种 运 
第 ， 它 将 顶点 1 带 到 任 一 项 
A 1,2,3,4 的 位置, 然后 假 
An 1 e 人 位置， 立体 可 以 图 4 
绕 直线 Ox 旋转 角度 0,22/3 或 An/3, EMG — Mete. 相交 于 x 的 
三 个 面 循 环 地 交换 ， 因 而 我 们 一 共有 4x3 一 12 个 运算 ， 

四 面体 群 的 运算 用 某 些 方法 交换 了 四 个 顶 扩 , 因 此 这 群 与 S 
的 子 群 同 构 , 当 一 顶点 国定 CA E. Fem a. b.c 可 以 循 
环节 交换 ,因而 四 面体 群 包 含 所 有 (cbe) 形式 的 轮换 . 由 命题 27， 
这 些 轮 换 生 成 交代 群 44。 因 为 这 两 个 群 都 是 12 阶 , 所 以 我 们 已 
经 证 明 四 面体 群 与 44 同 构 . s | 
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一 -amm MES nus Im NUM MENU 一 


Gi) 八 面体 (六 面体 ) 群 ， 正八 面体 各 面 的 中 心 可 以 看 作 一 
并 方 体 (六 面体 ) 的 顶点 。 反 之 ,对 每 一 立方 体 我 们 可 以 内 接 一 八 
Wi H.E Nr Rm 面 的 中 心 。 因而 这 两 个 体 其 有 同样 ， 
的 对 称 ， 即 假如 其 中 一 个 变换 到 它 本 身 , 另 一 个 也 这 样 ， 所 以 ， 
八 面 体 群 与 六 面体 群 是 等 同 的 ,虽然 通常 只 用 前 一 个 名 称 。 (EH 
前 前 讨论 中 我 们 觉得 考虑 立方 体 的 对 称 比 考虑 八 面体 的 对 称 更 方 
f. 


a — M —— — —— irh a a à —Má lll B Wl gage, — 


我 们 注意 到 立方 体 群 由 24 种 运算 组 成 。 因为 , 首先 ,给 定 的 
某 一 顶点 可 以 变 到 八 个 顶点 中 任 一 个 顶点 的 位 置 。 然后 ,立体 可 
以 绕 通 过 这 顶点 的 直径 旋转 0, 2x/ 3 或 ix/3 角 认 ,总 共 给 出 8 x 
3 二 24 种 旋转 ,包括 恒 等 旋 转 在 内 . | 

立方 体 有 四 根 直径 (通过 中 心 0 联结 一 对 相对 的 顶点 的 直 
£X). CASE JE USE BRL A Er, 这 四 根 直 径 按 某 种 方式 交换 ,因而 
立方 体 群 同 态 地 映射 到 84 中 .其 次 ,我 们 决定 这 一 同 态 的 核 。 假 
如 某 一 特殊 直径 变 到 它 本 身上 , 那么 , 或 者 这 根 直 径 与 旋转 轴 重 
合 , 或 者 直径 的 两 个 半 点 互相 交换 ;在 后 一 种 情况 中 旋转 轴 垂 直 于 
这 根 直 径 , 旋 转角 大 小 是 r. 属于 核 的 旋 转 将 使 四 根 KREA E 
自身 ,因此 旋转 轴 至 少 必须 疏 直 于 其 中 三 根 直 径 ， 显 然 , 这 是 不 可 
能 的 ,除非 运算 是 恒 等 运算 ,因而 核 是 平 几 的 。 于 是 入 面 体 群 与 S。 
同 构 . 

(iv) 二 十 面体 (十 二 面体 ) 群 .现在 转向 最 后 两 个 正 多 面体 . 
我 们 注意 到 二 十 面体 和 十 三 面体 具有 相同 的 对 称 . 因 为 二 十 面体 
的 二 十 个 面 的 中 心 可 以 联结 形成 正 十 二 面体 ;反之 ; 正 十 二 面体 十 
二 个 面 的 中 心 可 以 看 作 二 十 面体 的 顶点 ， 因 而 二 十 面体 群 与 十 二 
面体 群 是 等 同 的 .两 个 立体 都 可 以 用 来 考察 这 群 的 结构 ,我 们 决定 
选择 十 二 面体 . 

首先 ,我 们 注意 十 二 面体 群 包含 60 个 运算 . 因为 任 一 顶 后 可 
以 变 到 二 十 个 顶点 中 的 任 一 个 顶 乓 的 位 置 ,然后 ,立体 可 以 围绕 通 
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Me m 


过 这 须 所 的 直径 旋转 .这 运算 引起 三 个 而 的 循环 交换 ,这 三 个 面 根 
区 于 这 和 直径 的 端 扎 ,因而 可 能 多 旋转 角 定 0，2r713 或 4x/3， 因 此 
得 出 总 共有 20x 3-760 个 运算 , miii SUAE 换 在 内 ,这 60 个 运算 
ap d PRRE UAE E. | 

其 次 ,我 们 寻求 十 二 面体 群 的 忠实 站 次 表示 。 结果 是 这 杏 与 
心 5 的 某 一 子 群 局 构 . 因 而 我 们 将 要 描写 五 个 对 象 , 当 十 二 面体 诈 转 : 
HGE RAR, ETER. 根据 欧 几 里 得 的 古典 作 图 法 *， 
AHE TAR FEMA, 


图 5 图 6 


作法 如 下 :选择 某 一 面 4 在 4 上 画 一 对 角 线 ， 比如 说 ab, OS REX. 
是 联结 面 上 两 个 不 相 邻 顶点 的 直线 )， 在 2 抬 , 4 面 与 为 外 两 个 面 
相 邻 ,比如 说 ;B 与 C， 于 是 我 们 可 以 证 明 在 中 中 积 在 C 中 都 只 有 
一 根 对 角 线 与 ab 垂直 ,这 些 新 的 对 角 线 也 彼此 互相 垂直 。 于 是 对 
于 巨 和 C 上 的 对 角 线 再 重复 以 上 的 作 图 法 , 在 这 两 根 对 RRD 
一 端点 我 们 在 相 邻 的 两 面 中 确定 另外 两 根 对 角 线 , 它们 与 原来 的 
对 角 线 一 起 共同 形成 直 三 面 角 , 等 等 . 《以 上 所 说 的 最 好 用 观察 模 . 
型 来 证 实 .) 因 此 从 ab 开始 ,我 们 在 十 二 个 面 中 的 每 一 面 内 挑选 出 


* Elements, Book XIII， 命 题 17. 
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叭 一 的 对 角 线 ,这 些 对 角 线 形成 内 接 于 十 二 面体 的 立 方 体 的 边 ， 
因为 每 一 面 有 5 根 对 角 线 (图 6)， 而 我 们 可 以 从 其 中 任 一 根 对 角 
因而 可 作 五 个 立方 体内 接 于 十 二 面体 :而 
立方 体 在 十 二 面体 上 的 任 一 对 称 运算 中 互相 交换 。 因此 我 
mp" 次 的 置换 表示 ， 此 外 ， 这 表示 十 忠 KAJ, BDY AF 
一 企 评 方 体重 合 于 本 二 的 任 一 旋转 必然 是 HOM 0S8. (我 们 要 求 
Ve 接受 这 一 事实 而 不 给 予 进一步 的 赴 明 .) 因 此 十 二 面体 群 与 
Ss 的 某 一 子 群 同 构 , 因为 它 的 指数 是 2, 它 一 定 是 正规 子 群 (8 19 
末尾 的 (iv)) ,从 而 我 们 由 命题 28 断定 ,二 十 面体 (十 二 面体 ) 群 与 
A; PF] 44. 


E 题 


(:) 证 明 (ap ix) Ca 有 hp 此 处 GD 
Ira, Bot t À EDARRA S. 

(2) 几 了 个 彼此 不 相交 的 轮换 Cei 1 rye R0 KREN n iR 
Yi Edw EUH nr XA dae a Xam. 

(3) HEW S, nFUAI P YIDSEBR AE n, 

(125),(23),---,(n—1m). 

(4) UEH Sa PEAR FI EIER 

一 (12.…P) 及 r=(12). 

(5) JE n 有 反之; 假如 y — (2: m) 3E 

yde d 个 了 次 的 轮换 组 成 的 正则 兽 换 ,此 处 d — (m.s) r— m/d. 

(6) WEH v — (aid: a, ES a PRE FE o ys yy" 组成. 

(7) WEH n 22,À7 (aia,: a.) E S , 中 的 中 心 化 子 由 4,4?,*…， 
^" 7 8X. 

(8) 证 明 当 n 22,5, 的 中 心仪 由己 等 变换 组 成 . 

(9) BE G 的 在 正则 表示 的 定义 古 :对 应 G 的 某 一 固 定 元 素 4&4; 存 在 党 换 
Aus TE HI] aA, — uw 'a 作用 在 G 的 元 娄 上 (aE€ G)。 证 明 (i)4.4, = Aur Cii) 
a=” MHR u^ 1; GA, p. — p. Av GEAR p; HC? .42)5£ X. Civ A J 

a 
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是 .G 中 元 素 的 置换 , 它 与 所 有 的 Zu RR. MARTE x,0— pa 以 及 假如 
n 与 所 有 o. 交换 ,那么 对 于 某 一 本 7 三 2 
(10) 证 明 ， 假 如 C 是 阶 为 163 的 单 "m HE GHAT RE, JE A G: 
H 1726, 
(11) RHEE CEE 7; EO ERE Pr I9 9E BRE, 
(12). HEB], 25 n KERR e 个 抑 素 写成 次 数 大 于 1 的 彼此 不 相交 他 
轮换 的 积 时 ,那么 它们 包含 (rn 一 1)g T Xf. 
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8 46. RAFTE. ARAH RRHH, 假如 G 是 g 阶 的 有 限 群 ， 
带 么 8 的 子 群 的 阶 一 定 能 整除 g . 可 是 这 定理 的 道 定理 不 成 立 ; 因 
六 我 们 已 经 知道 存在 这 样 的 g 阶 群 (3 42 最 后 一 个 例题 ), 它 不 包 
含 阶 为 8 的 某 一 因子 的 子 群 ， 可 是 ,假如 p* 是 素数 p REL GER p^ 
uc e ,那么 G 至 少 具 有 一 个 Pp 阶 的 子 群 。 这 件 值得 注意 的 事实 在 
1872 年 被 挪威 数学 家 L .西光 (L.Sylow) 所 发 现 ， 在 群 论 中 这 件 
3c RUE I eli SEI , 它 提供 了 在 群 的 算术 性 质 和 结构 性 质 之 闻 的 
情 巧 联系 的 最 突出 的 例子 之 一 。 西 洛 的 者 名 结论 的 几 个 证 明 可 座 
在 文献 中 找到 .这 里 我 们 介绍 "一 个 屋 FH. Ek 75 (H. Wielandt) 
的 优美 的 证 明 ，;， 这 证 央 从 最 初等 的 原理 出 发 , 只 利用 置换 的 某 些 
初等 概念 ， : 
定理 27 设 G 是 g 阶 有 限 群 .又 设 p 是 素数 使 得 p" 整 除 g、 此 
bE EXA. MAGRA mA p^ 阶 的 子 群 ,此 处 m 是 满足 mE] 
‘(modp) 的 正 整 数 . 
证 明 (G) ii 
g 一 P 2， (8.1) 
Ikik- EEAO CTR pH "IBWgUSaRgp 个 不 同 元 素 组 
成 的 子 集 , 设 为 2， 因而 假如 有 2 个 这 样 的 子 集 ， 我 们 写成 
AX, Ki, KS VK, (8.2) 
事实 上 ,等 于 一 项 式 系 数 (多 0. PEA D RRA, E 
理 肯 定子 集 (8.2) 中 至 少 有 一 个 鲜于 群 . 
利用 8 8 关于 基数 的 记号 , 子 集 天 属于 .26 当 且 仅 当 


* 我 们 的 证 明 仿 将 B.Hupp*rt .Fndliche Gruppenl (Springer.1967) p.33. 
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LK | p 
假如 :是 G 的 全 二 元素, 那么 JKz LE LIKE BREA. N 


K.->K x (1—1.2,83.--*,m) 
ERAI AA, ETELE, RA C TE MECE. ^ 
于 这 作用 ,我 们 可 以 如 下 规定 .2 bHU—4 RUPES. TEK, 

K RAFTA Eate EGAT, ERK =K, n 
实 这 规定 满足 通常 的 等 价 关 系 公 理 。 SEDE... A S ULLA DS E 
价 类 或 象 在 这 里 所 称 的 轨道。 因而 下 的 轨道 , 我们 将 以 ol ) 表 
未 ,由 所 有 形状 为 Kz4(%CG) 的 子 集 组 成 . 当 z 壳 历 G 时 , 我 们 一 般 
会 几 次 得 到 胃 道 的 每 一 元 素 , 包 含 在 ol(K) 中 不 同 子 集 的 个 数 可 写 
为 Io(K)|。Y 按 轨道 的 分 解 式 可 表示 如 下 : 


A —-o(K) Jo(K^) Uo KR )U..., (8.3) 
此 处 页 KT ,天 ，… 征 一 组 轨道 的 代表 .计算 两 边 元 素 的 个 效 ， 
我 们 得 出 
n—[|o(K)|-- loCK')l - [o(K")] 9 **-, i 4) 
(2) 我 们 接 大 更 详细 地 考查 东 一 轨道 ,比如 说 20(K). EA 


在 G 的 作用 下 的 稳定 化 子 , 即 
S—(uCG|iKu-K), 
读者 易于 证 实 S 古 G 的 子 群 。 假设 
G= USt, (ti=1) 


是 G 对 于 5S 的 右 陪 集 分 解 式 .我 们 渐 定 ol 天) 由 子 集 

Kt, Kta, Kt, (8.5) 
组 成 ， 显 然 ,所 有 这 些 子 集 属 于 o( 玉 ), 而 且 它 们 彼此 不 同 ， 因 为 
假如 Kt,= Kt; SEA EGU!-—RIBIEGGCS, 因此 St; — St, aX 
Wki-—Jj.X0.0 0K)rnf£—BÓB Jb WAR. aT SUA, 
我 们 有 X= ut abu E S.B Krx-—Kut;— Kt, 因而 我 们 已 经 
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证 明 
io( K)] 2 [G8], (8.6) 
KFS AHF B9 £5 RW MA K Bot xe ode sy. fa 
定 化 子 的 定义 性 质 作为 G 的 子 集 间 的 关系 , 可 用 以 下 方程 表示 ; 


KS=K, 
SETS RR S se AL =v Uv Uv" "* ;我们 有 
K=p Sv Sv SU (8.7) 


六 而 天 是 人 的 左 陪 集 的 并 集 ， 我 们 知道 两 个 这 样 的 陪 集 或 者 不 相 
交 或 者 全 同 AARE- AEREE S 个 元 素 ， 因而 假如 (8.7) 中 
不 同 障 集 的 个 数 生 于 二 .我们 有 
p'—-fisl, 
Ab ZA S IAE) ARR EA vi 
lSi —p*, (8.3) 

此 处 c 委 8。 现在 必须 区 别 两 种 请 况 . 

(i)1S|==p”*， 我 们 还 不 知道 是 否 这 种 情况 会 发 生 ， 假如 发 生 
的 话 ， 那 么 

Io(K)|=g/p =z, | 
此 处 z 在 (8. 了 DD 中 下 过 定义 ， 既 然 |S | 现在 取 最 大 的 值 , 我 们 可 以 
称 0( ) 为 最 小 轨道 .因为 由 目前 的 假设 KK 与 $5 具 有 相同 基数 ,我 
们 从 (8.7) 肯 定 K 退 化 到 一 个 陪 集 ,比如 说 
K-vS$ (vCK), 


5 
H =Kv !—voSp^! 


BARTOK) HETE BI SEHR. A 而 我 们 得 出 结 
论 : 每 一 最 小 轨道 至 少 包含 一 子 群 ， 因 为 | 五 | = 2*， 那 么 
[G:H | —z- lo(K)|. 


没 
Hws Hw, Hw, (8.9) 


AEH (EG SER RE., XARRA), AAH J&- T 0CRD. 又 因 
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p m———ÁÓ€— € M Pa  OCOOASL LT, 


为 它们 彼此 不 相同 .所 以 它们 构成 全 部 o(X)， 但 是 我 们 知道 只 有 
一 个 陪 集 , 即 开 ,是 于 群 。 因 面 我 们 已 经 证 明 景 小 轨道 包含 一 个 也 
仅仅 包含 一 个 G 的 子 群 . mM 
(i) [S] — p^ p' ,在 这 情况 轨道 o(K) 不 是 最 小 ,而 
lo(K)|— g/p'—zp'^, 
因而 
lol KK)! z:0( mod p*), (8.10) 
非 最 小 轨道 不 能 含有 子 群 。 因 为 假如 它 含有 , 我 们 可 以 选择 这 个 
WEI (KHER. AMD RE ME BEKE ARAE. MBA 
五 将 位 于 它 自己 的 稳定 化 子 中 ， 因 为 KK=A( 见 (2.6) 式 )， 因 二 
[SI IK] — 9 ,这 与 假设 (让 j)) 是 不 相 容 的 ， 
(3) 回 到 (8.4) ,我 们 把 最 小 项 , 假如 有 前 d. 从 其 他 项 中 分 
出 ， 每 一 最 小 轨道 恰好 具有 一 个 子 群 ,而 不 同 的 最 小 轨道 含有 不 
同 的 子 群 ,因为 轨道 不 相交 ， 对 于 每 一 最 小 轨道 , AE Lo CK) i 
于 ,这 样 的 最 小 胃 道 个 数 等 于 本 定理 中 所 规定 的 整数 m.( 可 是 注 
意 ,这 时 我 们 仍旧 不 知道 m 是 否 是 正 的 。) 因 而 所 有 最 小 轨道 对 
(8.4) 的 全 部 页 献 守 于 mz， 因 为 由 (8.10) 可 知 (8.4) 中 其 余 的 盘 
一 项 都 可 被 p> 整除 .所 以 我 们 可 以 用 下 面 的 同 余 总 结 这 情况 
n =mz(modpz), (8.11) 
下 面 的 性 质 古 证 明 胸 关键 BUG TEARS E H -—-J T 4S PE XT) 
数 % 只 依赖 的 阶 ,而 不 依赖 它 的 构造 ， 因 而 对 于 所 有 pz 阶 和 的 群 ， 
n 具 有 相同 的 数值 ,可 是 对 于 固定 的 n,m 各 不 相同 ， 因 此 我 们 应 该 
将 (8.11) 更 明显 地 写成 
n—mgz-tK,pz, " 5 
此 处 ms 与 6 是 依赖 G 的 整数 ， 为 了 得 到 关于 % 的 信息 ,我 们 应 用 
这 结果 到 D z 阶 的 循环 群 C 上 .从 定理 4 (§ 11) 我 们 知道 C 恰 好 
只 具有 一 个 P" 阶 的 子 群 。 因 而 mc 二 1, 所 以 


n—z-Ke,pz, 
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一 一 


[el 


将 % 的 两 个 表示 式 相 等 起 来 ,我 们 得 出 
2+ Kecepz=mgęz+Kpz, 
通 除 以 z 从 而 
ma 三 1(mod»), 

象 所 要 求 的 那样 ， 
$ 47。 西 洛 (Sylow) 定 理 ， 通常 用 三 个 定理 介绍 西 洛 得 出 的 结 
A. 本 市 我 们 将 要 给 出 这 三 个 定理 . 

定理 28 ( 西 洛 第 一 定理 ) 假如 Dp 是 能 整除 群 G 的 阶 的 素数 
pikak., 那么 ,G 至 少 具 有 一 个 p" 阶 的 子 群 

证 明 这 是 定理 27 的 特殊 情况 , 它 对 应 指数 5 的 最 大 可 能 的 
数值 . 

定义 14 AGZ g 阶 有 限 群 。 di g=p g, XibpzX t 
A E. (Cg, p) —1. 525, 任 一 G 的 p" 阶 的 子 群 称 为 G 的 西 洛 p- 群 . 

群 G 对 应 于 同一 索 数 可 以 具有 不 止 一 个 西 洛 群 事实 上 ， 假 
Ap Pip" BAR. v Pc 也 是 22 BTE, Iibr 是 G 的 任 一 元 
3S. WMA. ARERI EBET ARE HA, ERDRE 
kiA. EXE T EERIE B TE E 25 PP ARE. 

定理 29 ( 西 洛 第 二 定理 ) G 的 所 有 属于 同一 素数 的 西 洛 
ZEG FiA S. | 

证 明 象 在 定义 14 中 那样 , 令 [G|=g= 二 pg 和 ,此 处 (gp) 
—1.f 6 A5 BE p* 阶 子 群 ,我 们 利用 G 对 于 4 与 B 的 双 陪 集 分 
FiCS 16, 定理 6) ,因而 在 目前 情况 中 ， 

G — AtBU AGBU--UALB 


g — p^ d;t, (8.12) 
i 二 1 . 


d= |t! AGAB]. (8.13) 
RECS 12) ERLA p^ 我 们 得 到 
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'— p^» idi. (8.14) 
iz] 


因为 d; 是 互 的 子 群 的 阶 , 因 而 必须 等 于 p WEA. Bin (8.14) 
右边 每 一 项 或 者 等 于 1, 或 者 是 p 的 具有 正 指数 的 展 ， 但 是 & 不 
BILL p 整除 ,因此 右边 必须 至 少 有 一 项 等 于 1， 上 比如 说 2207 
=1, 8 d; =p. FERTA 

p? — [t1 At AOB]. 
BEZABE 5 At; I5 BARE p^ 阶 , 它 们 的 交集 只 有 当 它 们 等 同时 才 
能 够 是 2 Dr. Dr 

B —1;! At, 

EN A 5E B 3E RB . Ro BEBE ERE. 

推论 1 有 限 群 G 对 于 给 定 的 素数 p 具有 唯一 的 西 洛 XE P, 
当 且 仅 当 忆 在 G 中 有 是 正规 的 ， | 

证 明 ”唯一 性 条 件 等 于 说 对 于 G 中 所 有 yY,z7-1Pz 一 己 , 但 是 
这 意味 了 是 正规 子 群 . 

在 有 限 阿 贝尔 群 的 情况 中 ， 西 洛 群 必然 是 唯一 的 。 西 洛 群 的 
BEES 2- 崔 素 分 支 ($ 28) 的 概念 是 一 致 的 .在 乘法 术语 中 定理 16 
(8 28) 可 以 重新 阐述 如 下 . 

推论 2 ”有限 阿 贝 汞 群 是 它 的 西 洛 群 的 直 积 。 

下 面 的 定理 更 精确 地 给 出 关于 西 洛 群 个 数 的 结果 ， 

定理 30 ( 西 洛 第 三 定理 ) 设 r? 是 G 的 西 洛 pk. 
那么 7 及 形 为 1 十 pk 的 整数 , 且 是 G 的 阶 的 因子 ， 

WEB] 7 三 1(mod 2) 已 经 在 定理 27 中 证 明 过 了 ， 还 需 证 明 
r|g,H5h g 二 1G|, A 

S. PQ(—P),P,,--.,P, 
EMA G 的 西 洛 p- 群 的 集合 ,那么 ,由 定理 29, 2A BPH JE 
WRA CARIE TAHA 6 的 读者 会 知道 
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r—-i|G:N(CP)], (8.15) 
VERE NCPO)EPÉdEG'bIRUESET. Bim. fi Al NCP) =n, HR 
A g=nr, XET rig. 关系 式 (83.15) 类 似 (38.6). 事 实 上 ,我 位 
可 以 定义 G 在 丈 集 上 上 的 作用 为 联系 如 的 任 一 元 素 x 的 映射 

P> Pal PEZ), 
它 导致 一 个 BYE. r 遍历 G 时 ,可 以 得 到 夕 的 任 一 元 素 、 
即 全 部 多 是 已 的 轨道 ,而 我 们 有 
lo( P)| =r. 
的 稳定 化 子 由 & 的 那些 元 素 组 成 ,对 于 它们 Pus P. Bii 
在 用 前 所 讨论 的 这 种 情 襄 中 , P A fa æ it TERELT. 用 
入 (一 ) 代 夫人 (8.6) 就 化 蕊 (3.15)， 
8 48， 应 用 与 例 . 对 二 考查 有 限 群 的 结构 ， 西 滞 定 理 提 供 了 了 有力 
的 工具 ， 当 这 群 对 某 一 素数 具有 唯一 的 西 洛 群 时 ， 这 方法 特 别 有 
命题 31 4G pq 阶 群 ,此 处 p bo XXE. H8 pg, 

及 q1 (mod p). JRZG-—XEXM AUG. 

证 明 $ rÆ p- RRDA. 由 定理 30, r] pg, r=1+ 
pk, WR, (rp) 1m rla. AA q ERA MARE r= 
Arog 后面 一 种 情况 意味 94 一 1 Pk W q-1(mod p), 根据 本 
定理 的 假设 我 们 已 经 排除 了 这 种 情况 。 因 而 由 推论 1,G 只 有 具有 
一 个 Dp 阶 的 正规 子 群 , 它 必 须 是 循环 的 ， 我 们 用 表示 它 的 生成 
元 。 Pu | 

P«qQG.P-gp(v), (8.16) 

Ei, Risa BHA s Ama -RE IBA sipao H. 5—1- ql. 
因为 (s,9) 二 1, 我 们 必然 有 sip; 因 而 sp。 假如 二 1, BA s— 
1 9 这 了 ,这 是 一 个 了 矛盾， 因此 1=0, 测 G 具 有 一 个 9g 阶 正规 子 群 
Q, CRA ÆR v, A 

Q«1G,Q-—gp(v). (8.17) 


$ 48. m 用 与 例 189 


因为 P 55 RER. 


P(Q-zí(1. (8.18) 
于 是 由 命题 11($23), P 与 8 的 元 素 成 对 地 交换 ， 特 别 
UV == Vu, (8.15) 


积 | 
u*v?(a-0,1,-*:,p—1; —0,1,:**,4—1) 
EARR, RA CZAAR ES (8.18) 76. EN 而 这 些 元 素 
EJ X S ARE i (8.19) KIDZ REE LR RE, 
Bj 1 不 可 能 有 200 阶 的 单 群 . 
因为 既然 200 一 5? x8, 这 群 包含 个 25 阶 的 西 洛 群 ， 此 处 > 
的 形式 是 1+5R,:r 又 是 200 WAT. P329 (0,5) — 3, 我 们 必 有 
r|8, 这 是 不 可 能 的 ,除非 玉 =0。 因而 这 群 含 有 叭 一 的 25 阶 正规 
子 群 。 因 此 不 是 单 群 . 
例 2 不 可 能 有 30 阶 的 单 群 . 
因为 假如 有 这 样 的 单 群 ， 那 么 它 上 的 再 治 群 痢 不 是 只 一 的 。 闪 
而 将 有 1+5(=6) 个 不 同 的 5 阶 的 西 洛 群 ,， 共 包含 6x4(=24) 个 
5 阶 元 素 ， 类 似 地 ,将 有 1T3x3(=10) 个 不 同 的 3 阶 西 党 群 ， 上 共 
包含 20 个 3 阶 的 元 素 。 关 而 元 素 的 数目 将 超过 30, 
我 们 继续 讨论 一 个 关于 本 次 群 的 更 一 般 的 结论 . 
定理 31 设 刀 是 有 限 群 G 的 西 治 子 群 ， 又 假设 吾 是 G 的 子 
群 , 万 和 包含 忆 的 正规 化 子 ,那么 本 是 它 自己 的 正规 化 子 ， : 
:正明 令 u€N (II,N (五 ) 是 五 的 正规 化 子 , 即 u !Hu- H. 
因为 P<N(P)<H, 所 以 w Pusu Hu -=H , Am 5 PI 
u` Pub H AIRE. IHME 29, 我 们 断定 存在 玖 的 元 
X hi 使 得 
hri(u-i1Pu)h=P | 
这 意味 uh, 属于 NCP). BIS, 根据 假设 NCOPO)«&H , BiU uh, 
= pa, 此 处 keH., ping «€ H, XAET EPRB. Au. RITE 
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出 在 8 4? 推 论 2 中 提 到 的 性 质 实 际 上 是 所 有 有 限 攻 零 群 的 特 位 . 

定理 22 GE pip ps MARE, Pi Pate Pr — 
组 他 的 西 洛 群 分 别 对 应 于 素 履 DiDa……，D;， 那 么 @G 是 得 察 群 当 
Eä 

(1) P;«qG(1-1.2,-**, T), A 
(i) G—P,xP,x-x P, (8.20) 

证 明 HE. 16 (8. 20) Jj SE, UT LR UR 989 — DLP E 
I EUFPRG 33)， 还 由 8 33 例 2, 4m S —Pü ré BREAEE RE. bs 
EURIE EER FA CPoeBRGEK'SLIEASRAE, 5 E 
EK xL. Raar KR). LIO xLgmxprEK,.LE. 
K x L 的 序列 (6.18) 的 上 典型 项 ,那么 ,显然 

T(E xL)=T,(K)xT(L) (1=1,2,.*.)., 

因而 假如 工 ;\( 牙 ) 与 工 ;( 工 ) 对 于 足够 大 的 1 值 退 化 到 单位 元 群 , 那 
2, PG x 工 ) 也 退化 到 单位 元 群 , 凤 K x LEE R. AEC. 20). 

反之 ,假设 G 是 有 限 第 零 群 , 设 P 是 G 对 于 某 一 特殊 素数 的 西 
洛 群 。 令 互 一 和 N(P)， 我 们 断定 五 =G, 凤 P<AG。 因 为 假如 H < 
G, 即 五 是 真子 群 ,那么 由 8 38 命题 20, NCH) 2 H5 —J B , EE. 
理 31, N (H) = 妇 . 这 个 矛盾 证 明 五 =G。 因 而 P,<IG(i==1,2*……， 
r). 

显然 , PQP: ={1}4 ij. Wih 513 命题 11 及 内 直 积 
($ 13) 的 定义 ， 

P,P: P, = Pax Pax xP, 

这 是 阶 为 PP? pr 的 子 群 ,因此 与 G 重 合 


J E 


(1). 证 明 4, 有 一 个 4 阶 西 洛 群 和 四 个 3 阶 西 洛 群 . 
(2) 求 出 一 个 S, 的 西 洛 2- 群 。 它 与 814 所 给 出 的 群 中 哪 一 个 同和 X 


— 


ma 一- -到 一 一 一 ww —a— ——————— HARÉ NN 


t vit 2- 群 ? 

(3) 证明 不 存在 56 阶 的 单 群 。 
、 《4) REGE pg 阶 的 群 ,此 处 p 与 9 是 素数 使 得 g 小 于 Dp; 同时 g 也 不 
E p — 1 HAT. WE G ap D. 

(00 Vz p 是 能 整除 群 G 的 阶 的 素数 。 证 明 假如 到 是 @G 的 子 群 , 使 得 | 到 | 
E pix ,于 么 及至 少 包 含 在 一 个 西 洛 ?- 群 内 。 
. (6) WEREH p-- T RE GL YES — Vale 2- 子 群 中 。 

C) 设 P 是 有 有限 群 G 的 西 洛 p- 群 ， 又 设 瑟 是 G 的 正规 子 群 . ub G) 

HP/H 是 G/H Nig p-r, Gi Hn P 是 五 的 西 洛 p- TH. 


. "arg aid! OHF C MEI 
Mp arse. co omo nom ARAKIL T rco is «ttai h ct Luo ar n 


(2) 结合 律 不 适用 . 

(3) xa’=~a’r+p(a”—1)/(a~1). 

(4) ab—(ab) !-—b^'a^! —ba, 

(5) ba—a (ap)a, 见 85 关 于 和 群 的 元 素 的 阶 的 事实 (it 

(6) 注意 a" b"7?—b(ab^)b7!,a"775"—a ! (a! b)a, 

(8) TERR uo 使 得 wm 十 vn 二 1; 令 y= r" =r", 

(9) 不 满足 方程 ==1 的 元 泰 可 以 分 成 许多 不 相交 对 (4,w (pz )， 
，……;, 国 此 方程 具有 偶数 个 解 ,其 中 一 个 是 1. 

(10) 这 些 阶 分 别 是 1,3,6,3,6,2, 并且 3 或 5 可 以 用 作 生 成 元 ， 

(13) G) (1478)(265)(39); (iD. Cacdf) (be), 

(14) (D (Cab. --kl);GD (ay yp bre * 0))5 

(iui) (a,yce;-**c,)CGxzb,b,- eb). 


第 二 € 

(2) in u,v E€ AO Bs, HA uv! E ANB, HIE Du— Dv. D 的 不 同 陪 
集 的 个 数 不 能 超过 目 空 交集 AN Bs 的 个 数 ，G 的 每 一 元 素 必 位 于 这 些 交 焦 
之 一 中 ， 

(3) 因为 |4 作 BI| 能 整除 |41 和 iB1, 包 以 14 站 B11=1. 

(4) 假如 GG 是 循环 群 ,由 定理 4 可 得 此 结果 。 假如 G 不 是 循环 群 , 设 xE 
G 及 + 三 1; 那么 gpl c) HE— XC BE. 

(5) gp(aj.gpía' bj. gplab.a'bj., 

(6 HEIEBxHEX AA 814 中 给 出 的 G = 一 gpfac) 所 服从 的 关系 
AMT. TEH acd, ac=cede, Min a =l, Cey, 

(9) 将 元 素 写 成 以 下 形式 ,a sa*tbCOs kb), cb" ap 一 定 是 a 的 第 ， 
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且 与 a 有 相间 的 阶 ， 又 因为 c= 二 a 被 排除 ,所 以 一 定 有 c= 二 qa”!。 还 有 , 对 于 适 
AMBg D b’ =a Bm 5-5 ob =b a'b =a Biba*-1,Àmií-03x-— 
2. 

(10) 例如 ,gp{2} xgp( —1), HI gp{2} x gp{20}, 

第 三 X 

(1) f&£nb—t^'at, JA a" —1 意味 5” 二 1, 反 过 来 也 是 正确 的 . 

(2) (D 假如 CCa) 是 a 的 中 心 化 子 , 那 么 C(q)==C(q 71), 从 而 由 命题 7 
得 出 结论 。( 刘 利用 类 方程 (3.5), 此 处 可 设 内 =1; 假 如 结论 是 错误 的 ,余下 
的 项 可 以 分 成 一 对 对 相等 的 项 , 每 一 对 相等 的 项 对 应 一 互 赣 类 。 但 是 这 样 有 
HAE X xAUÉ. 

(3) 1x a-—(a;,,)€2, Z ÆG PO. WAHEHE EG, ax-xa. 
特别 我 们 可 以 取 x —diag(z;, 2: m. M ROBUR BIDS ff oC IO 
HEBE. IA ai;x;—2x;0:;, Pia; —0 25 i2cj 时 ; 因而 a 本身 是 一 对 角 
WE. Hik E x 为 置换 短 阵 p= 二 (pi;), 此 处 pisir1 二 1(i<n) ,ps1 二 1; 而 其 
他 pi,; 一 0。 方程 ap 二 pa 意味 a,,7a5,7 = ann Hl a XR ABE, 

(4) Z-gpia'*). G/Z 的 元 素 是 Z, Za, Zb,Zab,G/Z-zV(W, 814). 

(5) 假如 ss 与 t 是 上 汪 角 和 矩阵 ,那么 st 是 具有 对 和 角 项 silio snis, tts, 
Sannina BIEZ AHERE, Mam ASTTUEBELT FUR BEBS HERR. VE O:LT——DJAEH EO 
diag(fu, tn. s AE XHUBRSI. 352, E X0 的 核 , 由 第 一 同 构 定理 得 出 
dC. 

(69) waar Hox—y Hy SHR ry“ ENH), BE NCH)x-—- N(I) 
Yy。( 见 命题 7 的 证 明 ). 

(7) GN 十 % 阶 的 有 限 群 ,G/N 的 元 素 Nt dE h 09. Bir. 由 于 拉 梅 
WHE, hk n. WBONIY —NU-N.MmN hlr. (4,85, D. 

(8) 天 部 分 都 可 用 关于 大 的 归纳 法 证 明 。 利 用 ab—bac,ac—ca R bc— 
cb, 

(9) 出 第 三 同 构 定 理 ,4/4mN=N4d4/N,N4/N 是 % 阶 有 限 群 G/N 的 
子 群 。 因 而 14/4m NI 能 整除 n. 

(10 在 这 些 群 中 的 每 一 个 中 ， 中 心 都 是 2 二 gp{a*}。 因 为 a*: 一 [a,b]， 
Bib a CG ,因而 ZG'。 男 一 方面 , G/Z 是 4 阶 的 因而 是 阿 贝尔 群 。 因此 
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GREM 11) G'<Z, Mm G'=Z=gpfa}. 

(11) 设 和 NAG 及 C=C(N)， 因 而 假如 cEC, 那么 对 于 所 有 的 wxE N， 
cu=uc, RIEG, 那么 cw = 二 wc'; HE u 可 以 等 于 丸 的 任 一 元 系 ， 因 而 
c' C C,WIEA C «1G, | 

(12) (zy)8—(zy)'—y" a -—z'y'-—(x0)(yO. ATE G AR 
H. 

(139 ix wr 二 二 "wt 是 一 内 自 同 构 ,a XETE— EB EI sto ra= s 
rs. 因而 xao-—s^(xa)s, xra 二 (tf ^ !xi)an—s '(xa)s. 因而 ao 一 ra， 
a «a € I(G),I(G) «]ACG), 

(14) 设 aE4(G); 那 么 La,bja=Laa,bal1E€G'， 因 而 G'eCG', 相似 
H, G'a CcG. Big C CCa, Am G'a-G', 


第 四 EX 


(1) 构造 自 由 阿 贝 尔 群 好 一 < 人 Wi Us ,Un>, A v= bui tH bru; d 
Daune 存在 元 素 OPER E T E E E 使 得 F 一 《01 Vs "tt? y Us» K vi= 3ubisu,, 


此 处 (5i;) 是 有 具有 所 要 求 的 性 质 的 乏 模 和 矩阵. 

(2) &|AlSpipzctp.. EUAN HUE 23 XP. D; 阶 的 ,因而 是 循 
环 群 ， 比 如 说 Pi—gpizig. 于 是 x 二 sz 十 8 十 :十 % ;是 pp pa RRITE 
烷 ; 因 而 生成 4， 

(3) ike 是 最 大 不 变量 。t 不 出 现在 (4.37) 中 , wi 是 el 阶 的 ， 而 每 一 
元 素 满 足 ex 二 0, 

(4) (24)( 二 8) 个 剩余 类 中 的 每 一 个 满足 x^ z1(mod 24), 

(5) Ci) 4,3,5,60, Gi) (4,2),3,(5,5),60,10, 

(6) CPCP 

(7) G) r=1,e,=2;(ii) r—2,e,—2. 

(8) vi uiu d ub Rus Us = Uzr — Us, Vs = — 44581 Ta 847— T, — T3, 84 T, H- 
r,—(k-F1)n, e,71,6;—-k—1,e,—(k—1)(k4- 2). 

(9) 由 于 定理 16， WARZI — AP 38280 DE hE DLZR EE P. WE Gr Su 

ET. IFP =p". RUA, cA nm, 则 存在 子 群 P' 使 得 1P'| = 


NEN 习题 解答 M3 ` 
t. B P=) BP. VCAEIP]- p^ JA m— 229, BR TRE u= 
2, 此 处 OKA: <S REME A TE p^ 阶 子 群 PICPi SPDP.. 
(QD) 令 这 群 的 元 素 与 Pp 个 向 量 a=(aiyas,as) 等 同 ,此 处 La <p 
2;3)。 第 一 基因 量 a 可 以 是 2 一 1 个 非 替 向 时 中 任 一 个 。 第 二 基 同 量 at 
可 以 是 任 一 个 不 是 ai 纯 量 倍 的 向 量 ; 共 有 p^—p 个 这 样 的 问 量 。 最 后 , a. 使 
蕉 完全 ,只 要 m 不 是 ai 与 as 的 线性 组 合 ; 共 有 pp 一 p? 个 这 样 的 向 量 。 因而 
我 们 共有 Gp’ 一 1)(p' 一 p)(p' 一 p*) 种 选择 . 
(12) ZEA pE MRE F =u u, uud R-—gpiroenns cte 
ra) 此 处 产 = onu. BOEF 55 g'EÜOHEWOLA TI QUER B EUR Pos 


B. 
第 五 章 


(1) 设 五 是 自由 群 , 设 UU 是 这 些 字 的 集合 ,它们 的 每 一 生成 元 有 的 指数 和 
AFTR, MAUT, ES FCU. RZ, EHR r >F/F p, UHG 
ERR FI p, AU CE, AU SE", 

(2) (D Cx C, (0) C. 

(3) 定义 关系 可 写成 b'a ba--b, a7 b^ ab—a, ATRIJA 3E 得 出 
«b-—1, Wie 6—a ,于 是 我 们 得 出 a— 5-1. 

第 六 章 

G) 在 两 种 情况 下 , G Dgp{a}Dgp{a’} 人 也 {1} 都 可 以 作为 合成 天 ， 所 
有 合成 因子 都 古 2 bim | 

(2) 假设 GU-—(1). IB&AnHG.8527 HU GUOG-1 2,), W 
inN«G,3552,G/N — Gv, 此 处 v:G>G/N 是 G 到 G/N 上 的 自然 满 同志 ， 
注意 ( Gv)’ 二 GO v(i-1,2, =). Bla ER 5 Gr 的 导出 列 至 多 在 5 步 之 后 
-终止 于 单位 元 群 。 

(4) 因为 六 ,二 [ 帮 ,G1=LG';G1=41}, G' 位 于 G 的 中 心 内 ， 在 习题 
3) 的 公式 中 ,[x,2J’'= 二 [x ,2J],Lz ,yj 二 L%,yJ. 

(5) 象 在 习题 (2) 中 那样 。 

(609 KAAT ={1} CLE GMF GA POP; i Cvs =E 
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(vC Gs EG), BI vxo-cx, RÍO Hb. fan y C Gv yv=dy, ibd C 
Z. 现在 vr,y]v=v (x^v ^ xy)v =c d ^ edix,yl—Ux, y], B 

因而 2 tG Ra. 

(7) 由 命题 20; 村 过 N(R 有 HY); 因 而 入 (WM)=G, 即 MAG。， 还 有 G/M 不 

BeH EE PEE, IDA XX BEBE DOLO M. 因此. G /MI 是 一 素数 ， 

(8 万 (27) 的 元 素 可 以 表示 为 a*b^(a—0,1, 77,2 L8 0, 1). 四 
为 6 'ab-a ,中心 汇 素 必 须 满足 a^b?—-a b^.Mifja-0o x2" , E B- 
0. 四 为 五 不 在 中 心 内 。 央 而 Zi-(L,a"7 , fána-—aZi 5-02, ， 那 么 


(5) =b? = 一 (ab)= 工 。 上 中 心 群 列 的 连接 的 项 具有 指数 2. 


-— 
第 七 E 


(2) It £—o,c.--o,,lt/72b o; Æ mi(i1,2, un 次 给 换 。 因 而 m = 
5 十 20 十 -十 rr 利用 《7.25)， 我 们 得 iE C) 一 《一 1 ， 此 处 2= 


S (22; 一 1) 一 n 一 个 。 


(D) 我 们 注意 到 (12)(23)(12)= 一 (13)，(13)(34)(13) — 4), 等 等 。 然 
Rie 25. 

(4) 考虑 yry"(7=0,1，…,% 一 2), 并 利用 前 面 一 道 题 ， 

(5) 本 题 第 一 部 分 由 下 面 的 公式 得 出， j [Cat^af? a) = CafPaf* 
aj aíP aj? ai PafD i). AERIS RD A) ABL JE HU. y! 是 m/d Wr 
W, $ 5, firi 2)3X — 3 SCHUTEETE. 

(6) 由 命题 22,» Witka n 一 1)1 "P 26XS, 因而 1CCy)| =n CR 
$ 17, Ad 7)。 但 是 0C(y) 肯定 包含 ?的 于 个 项， 因此 它 不 再 包含 其 他 元 . 

(7) A fige Sg JE 6. n/r —1) DRR. 因而 |CO) 7n— 1; 但 是 
CCAG ABI" —1^7 35. 

(8) fA Zu 5. BPD, Hz Z«CGOD»nCoGo Un», 此 处 ?与 4 的 
”定义 如 习题 (6) 与 习题 (7). 
(9 (iD a sås —u7aÀ,—v7u^a-(uv)"a-aÀ,vs(i) A, B 
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pn e 


iXI34u'a-—ax rTBUSHBJeCG,JIgw-—1;(ii aZ,p,^w acx-—a pra 
(a€ G); Civ) abh, =a A bla uE G). ^ a=1, ZX t —10,/TJE v 7. 
-—14,0,BH]u^7x-—u70. Bj uu EG u bG, Bii 6-0. 4 
TU Rb , 24 a70,—a 057)» Às Gb 15u, 

(10 4LG: 五 ]=%n. 屠 么 存在 一 个 单 同 态 0:G—-S,. Pm | G 6| — 168 
n! 因此 7 之 6， 

OD RAEE POERA, 332» BE fT x BR ES Y -Ah 那么 对 称 是 恒 等 
变换 及 绕 任 一 坐标 轴 旋 转 x。 此 群 与 四 群 同 构 。 

(12) EGIF G: 的 陪 集 展开 式 中 ， 文 字 1 人 恰好 出 现在 所 有 不 属于 Gi 
的 置换 中 , 即 1 总共 出 现 名 一 (8 / n ) 次 ;对 王 别 的 文字 情况 也 是 相同 的 ， 


第 AX 


(OD Ev OUR) E 4, 的 4 阶 正规 子 群 , 因此 下 是 4 阶 的 唯一 西 洛 群 。 
每 一 3- 轮 换 生 成 一 西 洛 3- 群 ,例如 1，(123)，(132)。 共有 4 个 这 样 3 阶 的 
群 , 每 一 个 对 应 于 从 AL 所 作用 的 四 个 对 象 中 选 三 个 的 选择 ， 

(2) 置换 a 二 (1234) 与 5 二 (24) 生 成 一 个 8 阶 子 群 ,包含 下 列 置 换 ， 

(1), (1234), (1432), (24),(13),(12)(34),(13)(24), (14)(23). 

这 是 西 党 2- 群 .因为 a‘ 二 二 (a5)* 二 1, 这 群 与 二 面体 群 (8 14, 3€ xDIRIS. 
此 西 洛 群 显然 不 是 正规 的 ,因而 也 不 是 唯一 的 。 共 有 三 个 西 洛 2- 群 ， 

(3) 这 样 的 群 必 具有 八 个 了 阶 的 子 群 及 七 个 8 阶 的 子 群 ， 在 56 阶 的 群 
中 这 是 不 可 能 的 。 

(4) 共有 1 十 xp 个 西 洛 2p- 群 且 1+Y2ol2p20。 因 而 1+zplg, 这 意味 7 
=0。 共 有 1 二 Y9 个 西 洛 4 - 群 及 1+yg1229 1 二 yp22。 假 如 y c0. LAW 
ak 1 十 yg "RT p € p*; 在 两 种 情况 中 ,都 有 gip: 一 1， 这 是 被 排除 的 。 因此 
y —0,. pimG-—-PxQ,.WNAb|IPi—».iQi-g. HS PSQJEM DUE, 
所 以 G BÆ REE. 

(5) 设 I1G| 二 p”g ， 此 处 (g',p)==1, 及 |K|=p*。 利用 G 对 于 KK 与 任 
一 本 次 p- 群 了 的 双 陪 集 分 解 式 , 即 

G= KiPUFKIPU...UFKt,P. 
* 象 在 定理 29 中 所 证 明 那 样 ,我 们 可 以 证 明 至 少 存在 一 个 指标 了 使 得 | 她 Pi N 
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(19 p BK xut; Pt, 

(6) MARG) G KE; P. BNUKSG.UGKU —- K, Ji K «P. 

(7) ikla | p"s,WexbCp.s) -1, TEIP — p". Wi HP 是 一 个 群 ， 
BUuH«cG.BNm HP-—PH( 15,91 5).  WIRPEHP,. INimiHPl- 
pt, J&bCp, t)=1, m BRA EM LIS. KRA HP/H-cP/HOP 
($ 22, €% 10) 说 明 HP/HÆ 2- 群 ,因为 右边 显然 是 p- BE, (D 只 要 证 明 
IG/H:IHP/H|i5 p ERRWEBT. Hoex8S TET 1G LE LHP] =8:t, 1 
S5 p ER. Gi) 再 由 定理 |H IHOP S IHP|) | PI —06 RIRE 
的 那样 ， 
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一 般 线 性 群 


um p 
一 十 面体 和 群 
十 二 而 体 群 
八 面 体 样 


下 中 心 群 列 
上 上 中心 群 列 
TE 

子 群 

T RE ZI 

么 模 群 


六 面体 群 
不 变 子 群 
不 变量 
Hi 
中 心 

中 心 化 子 
中 性 元 素 
内 自 同 构 


general linear group 8 


| 
EJ 


dihedral group 51,156 
icosahedral group 158 
dodecahedral group 158 


octahedral zroup 158 


[&| 


lower central series 129 
upper central series 129 
subset 30 

subgroup 32 

series of subgroups 120 


unimodular group 9 


n 画 


hexahedral group 158 
invariant subgroup 63 
invariant 102 
coprime 10 

centre 62 

centralizer 60 
neutral element 2 


inner automorphism 80 


EATE 
正规 化 子 
正则 置换 
DET 
可 迁 群 
k- 3B —- 
本 原 群 
左 陪 集 
左 正则 表示 
右 陪 集 
右 正 则 置换 
四 群 
四 元 数 群 
-四 面体 群 
人 生成 元 
对 换 
Ih f 
对 称 群 


T Pr "or "t 
S - S 


i i 
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double coset 56 


五 


E| 


nermal subgroup 63 
normalizer 63 
regular permutation 149 
soluble group 124 
transitive group 151 
k-ply~ 153 
primitive groups 154 
left coset 36 
left regular representation 160 
right coset 34 
right regular permutation 149 
four-group 48 
quaternion group 52 
tetrahedral group 157 
generator 4l 
transposition 137 
Outer automorphism 80 
symmetric group 23 

7X E 
alternaiing group 141 
commutative group 2 
commutative law 3 
degree 23 
conjugate class 609 
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